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Los lîquidos y los fluîdos densos se diferencian de 
los gases diluîdos por la importancia de los procesos de colisiôn 
y de las interacciones de corto alcance y de los sôlidos por la 
ausencia de interacciones de largo alcance. Su estructura esta do 
minada por el efecto del " volumen excluîdo " asociado al empaqug 
tamiento de partîculas fuertemente repulsivas a cortas distancias.
El mayor obstâculo para el desarrollo teôrico de 
los lîquidos es el hecho de que no existe un modèle idealizado corn 
parable con el gas perfecto o el solide armônico , ambos tratables 
de forma eaacta. Por tanto , es razonable suponer el liquide como 
un estado intermedio entre el gas y el solide.
Fuê Van der Waals^ el primero en sehalar la conti- 
nuidad de la transformaciôn de vapor a lîquido. Su célébré ecua 
ciôn de estado , capaz de reproducir este equilibrio de fases, se 
basa en suponer finite el volumen de las moléculas del fluîdo al 
tiempo que en postular la presencia de débiles fuerzas de intera£ 
ciôn de carâcter atractivo. La falta de conocimientos acerca de - 
estas fuerzas asî como de la distribuciôn de las moléculas en el
seno del fluîdo limitaron su teorîa a una ecuaciôn con dos parâme 
tros ajustables. El trabajo de Van der Waals , aunque coincide en 
esencia con las modernas teorîas de perturbaciones , carecîa asî 
de posibilidades de superaciôn dados los conocimientos de aquel1 a 
época.
Por el otro camino , las teorîas de red^utilizan 
la similitud del estado lîquido con el sôlido. Inicialmente fueron 
de gran utilidad prediciendo de forma cuantitativa las propiedades 
termodinâmicas pero la ausencia de avances en los ûltimos afios 
nos permiten hablar de un cierto agotamiento de este tipo de teo­
rîas .
Los mêtodos basados en el câlculo de la funciôn de 
distribuciôn suponen un tratamiento original y propio de los flu£ 
dos. El désarroilo de estas teorîas fuê paralelo al de la Mecâni- 
ca Estadîstica y son conocidos genéricamente con el nombre de teo­
rîas de ecuaciones intégrales debido a que se basan en la résolu - 
ciôn de una ecuaciôn integro-diferencial.Estas relaciones necesi- 
tan aproximaciones adicionales para ser resolubles. Asî , la ecüa 
ciôn de Percus-Yevick^ puede escribirse a partir de la ecuaciôn 
propuesta por Ornstein y Zernike**. En la revisiôn de Watts^ pueden 
encontrarse detalles de este tipo de teorîas.
El tratamiento de sistemas poliatômicos en este mar 
co conlleva un considerable gasto de tiempo de ordenador por lo -
que se han desarrollado pocos intentos en este sentido. Sin embar 
go , tanto por los potentes instrumentos matemâticos que ha contri. 
buîdo a desarrollar - tratamiento por diagramas^ , técnicas de ana 
lisis funcional^ y variacional® - como por su necesidad en el câl_ 
culo de las propiedades del sistema de referencia de las teorîas 
de perturbaciones , las ecuaciones intégrales siguen constituyendo 
uno de los principales focos de interês en el estudio de los flu£ 
dos.
Al aplicar una teorîa del estado lîquido no es pos£ 
ble separar los errores debidos al modelo potencial utilizado de 
los debidos a las aproximaciones teôricas. Consecuentemente , de- 
ben emplearse otros procedimientos de verificaciôn , lo que a menu 
do se realiza por comparaciôn de los resultados con simulaciôn .
Dos son los mêtodos disponibles : el mêtodo de Monte Carlo® y el 
de dinâmica molecular^®. La primera de estas técnicas "pseudo-expe 
rimentales" supone la generaciôii de configuraciones del sistema de 
forma que se asegure que estas configuraciones estân distribuîdas 
en el espacio de las fases de forma proporcional al factor de Bolt£ 
mann. Las propiedades termodinâmicas se calculan promediando la - 
magnitud apropiada sobre todas las configuraciones,
En el mêtodo de dinâmica molecular se resuelven las 
ecuaciones de movimiento del sistema de partîculas interaccionan- 
tes. Las propiedades de equilibrio se determinan promediando en el 
tiempo a lo largo de un intervalo suficientemente largo. Estas têc
nicas de simulaciôn implican un gasto extraordinariamente grande 
de tiempo de computation pero prpporcionan una informaciôn sumamen 
te valiosa para poner de manifiesto la exactitud de modelos y teo­
rîas .
Las teorîas de perturbaciones son actualmente , jun 
to con los mêtodos de simulaciôn , el objeto de la mayor parte de 
los trabajos sobre fluîdos. Aunque su origen puede remontarse a - 
los estudios de Van der Waals , su desarrollo se ha producido en 
los ûltimos veinticinco afios. La razôn de este estancamiento segu£ 
do de un progreso vertiginoso es fâcil de comprender . En general 
, una teorîa de perturbaciôn es un procedimiento de obtener la so 
luciôn de un problema complejo por desarrollo - habitualmente en 
serie de Taylor - en torno a la soluciôn conocida de otro problema 
mâs sencillo. La elecciôn de un sistema de referencia parecido al 
de un fluîdo dense es conocida : las fuerzas repulsivas determinan 
bâsicamente la estructura de los fluîdos por lo que el sistema de 
referencia mâs sencillo a utilizar estarâ formado por esferas du­
ras. Pues bien , incluso las propiedades de este sistema de refe­
r e n d a  sencillo son difîciles de obtener y ha sido precisanente 
el avance en este campo el que ha permitido el desarrollo de las 
teorîas de perturbaciones.
Los primeros trabajos modernos sobre teorîas de per 
turbaciones  ^^ pusieron a punto un formalisme matemâtico que toda
via hoy es utilizado ampliamente. Sin embargo , la ausencia de cr£ 
terios para escoger el valor del diâmetro de las esferas duras con 
duela a pobres resultados aûn cuando ya podîan utilizarse valores 
aceptables de las propiedades de dicho sistema. Esta situaciôn fuê 
puesta de manifiesto y resuelta por Barker y Henderson cuyos traba 
jos^  ^demostraron la gran potencialidad de este tipo de teorîas . 
El diâmetro de esferas duras propuesto por Barker y Henderson dé­
pende de la temperatura del sistema y asegura una râpida convergen 
cia de la serie.
En el afio 1971 Weeks , Chandler y Andersen  ^® uti- 
lizaron una descomposicion del potencial por la que el sistema de 
referencia no estâ formado por cuerpos duros pero cuyas propieda­
des pueden relacionarse fâcilmente con las de este modelo. Como re 
sultado proponen un diâmetro de esferas duras dependiente de la - 
temperatura y de la densidad que mejora notablemente la convergen- 
cia aunque incrementa en la misma medida el tiempo de câlculo .
Los trabajos de Weeks y col. dejaban asî prâctica- 
mente resueltos los problemas del estudio de las propiedades ter­
modinâmicas de equilibrio de fluîdos simples. El tratamiento de - 
sistemas poliatômicos nos sitûa de nuevo en la problemâtica de la 
elecciôn de un sistema de referencia de propiedades conocidas. U- 
na posibilidad es utilizar un sistema de referencia esférico me - 
diante un doble desarrollo de perturbaciôn o acoplândole interac­
ciones multipolares^ **.
El avance de teorîas que calculan las propiedades 
de sistemas no-esféricos posibilita la utilizaciôn de êstos como 
sistema de referencia en teorîas de perturbaciones apiicables a 
fluîdos moleculares. Asî, Boublik  ^® ha utilizado una funciôn de 
distribuciôn semiempîrica -con base en resultados de Monte Carlo - 
en un desarrollo tipo Barker-Henderson para calcular las propieda 
des termodinâmicas del nitrôgeno suponiendo que esta molécula pu£ 
de representarse por un esferocilindro. Los resultados , bien por 
lo aproximado de la funciôn de distribuciôn o por los parâmetros 
del potencial de Kihara utilizado , no mejoran los obtenidos supo- 
niehdo simetrîa esférica al potencial.
La obtenciôn de una soluciôn bastante aproximada de
las funciones de correlaciôn de un sistema de esferas duras fundi-
das - también llamado HISM [Hard Interaction Site Model) - ha a -
bierto nuevas posibilidades. El mêtodo de resoluciôn utilizado ,
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conocido con el nombre de ecuaciones RISM (Reference Interaction 
Site Model) , se basa en una ecuaciôn integral semejante a la de 
Percus-Yevick para monoatômicas pero que mediante un principio va­
riacional se transforma en un sistema de ecuaciones no lineales. E£ 
te sistema de cuerpos duros reproduce adecuadamente los factores 
de estructura de varias moléculas poliatômicas a las que se ha a- 
plicado^^ por lo que debe ser un buen sistema de referencia para 
fluîdos cuyas interacciones puedan representarse mediante un poten 
cial âtomo-âtomo (potencial ISM - Interaction Site Model).
El objeto del presente trabajo es désarroilar una
teorîa de perturbaciones del tipo Barker-Henderson aplicable a si£
temas que interaccionan segûn el potencial ISM y cuyo sistema de 
referencia sea el modelo HISM. La teorîa propuesta se aplica poste 
riormente al câlculo de las propiedades termodinâmicas del N ^  , ha 
lôgenos y CO
El capitulo I se dedica al estudio de las teorîas
de perturbaciones de fluîdos simples y de las razones que nos dec£
den a generalizar la teorîa de Barker y Henderson.
En el capitulo II se desarrolla la teorîa de pertur 
baciones de fluîdos que interaccionan mediante un potencial ISM. 
Para ello es necesario définir el modelo molecular , obtener la - 
funciôn de particiôn del sistema y définir las funciones de corre­
laciôn atomo-âtomo.
El capitulo III tiene por objeto el câlculo de las 
propiedades del sistema de referencia. En particular expondremos 
là obtenciôn y mêtodo de resoluciôn de las ecuaciones RISM y anal_i 
zaremos las diferentes soluciones propuestas para la ecuaciôn de 
estado del sistema HISM.
En el capitulo IV se aplica la teorîa al câlculo de 
las propiedades termodinâmicas del N ^  Los resultados obtenidos - 
permiten comprobar la validez de la teorîa por comparaciôn con re-
sultados de simulaciôn y con los proporcionados por la teorîa ori­
ginal de Barker y Henderson.
El capitulo V estâ dedicado al estudio de moléculas
lineales de mayor anisotropîa molecular que la del nitrôgeno como
son los halôgenos ( F  , Cl y Br ) y diôxido de carbono. Los re
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sultados se comparan con los datos disponibles tanto expérimenta­
les como de dinâmica molecular.
CAPITULO I
TEORIAS DE PERTURBACIONES DE FLUIDOS SIMPLES
1.1 INTRODUCCION
Géneralmente , las fuerzas intermoleculares pueden s£ 
pararse de forma natural en una zona de corto alcance fuertemente 
repulsiva y una zona atractiva de largo alcance. Ademâs , las va- 
riaciones del potencial son bruscas en la zona repulsiva mientras 
varîan suàvemente en la atractiva.
À altas densidades la estructura del lîquido estâ am 
pliamente determinada por los efectos de empaquetamiento asociados 
a la impenetrabilidad de las moléculas. De esta forma , podemos - 
considerar que las fuerzas atractivas proporcionan un substrato po 
tencial cuyo efecto es el de cohesionar las moléculas pero que no 
modifican la estructura del fluîdo. Esto conduce a relacionar las 
propiedades de ûn lîquido dado con las de un "sistema de referen­
cia" formado por moléculas con interacciones puramente repulsivas 
siendo tratadas las fuerzas atractivas como una "perturbaciôn" que
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modifica ligeramente las propiedades del sistema de referencia.
La idea de representar un fluîdo por un sistema de 
esferas duras moviéndose en un campo uniforme de potencial se en- 
cuentra ya en los trabajos de Van der Waals^ cuya famosa ecuaciôn 
de estado fue deducida esencialmente a partir de las consideracio 
nés anteriormente expuestas. La expresiôn que obtuvo para la ener 
gîa libre de Helmholtz , A , de un sistema de N partîculas confi- 
nadas en un volumen V es
A = A» - (nVv) ^
donde A^ es la energîa libre del gas de esferas duras y a represen 
ta las contribueiones de las fuerzas atractivas. Sin embargo , co­
mo en aquella época no se conocîan las propiedades del sistema de 
referencia , el valor de A^ lo reemplazô por el de la energîa Helm 
holtz de un gas perfecto cuyo volumen fuese el volumen libre V£ de 
bido a que las propias moléculas ocupan un espacio finito b
Vf = V  - N t (1.2)
Como el tamafio b de la molécula tampoco era conocido , la teorîa - 
dependîa de dos parâmetros que permitîan ajustar las propiedades - 
de los fluîdos. En particular , diferenciando (1.1) respecto al vo 
lumen y sustituyendo (1.2) se llega a la ecuaciôn de estado
l^ r+ ( V- Nb) = NkT (1.3)
La teorîa de Van der Waals justifica cualitativamen
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te el fenômeno de la condensaciôn y la existencia de un punto cr^ 
tico en la curva de coexistencia lîquido-vapor. Sin embargo , sus 
resultados son tan solo cuantitativos cuando se aplican a la ecua 
ciôn de estado de gases diluîdos.
Este desarrollo de perturbaciones no ha sido supera 
do hasta épocas recientes. Carece de sentido aquî el trazar el de 
sarrollo histôrico que condujo a las actuales teorîas ya que pue­
de encontrarse en varios trabajos de recopilaciôn^® . Sî interesa 
en cambio - y esta es la razôn de comenzar el capîtulo con la teo 
rîa de Van der Waals - plantearse cuâles son los pasos a seguir 
para dar una descripciôn compléta del désarroilo de una teorîa de 
perturbaciones :
- Définir un modelo molecular y separar las interac­
ciones repulsivas del componente atractivo del poten 
cial. En la figura 1.1 se representan de izquierda a
derecha la descomposiciôn propuesta por las teorîas
11 1 2  
de Me Quarrie y Katz , Barker y Henderson , y Weeks
, Chandler y Andersen^®.
- Desarrollar la funciôn de particiôn del sistema en 
termines de las propiedades del sistema de referen - 
cia . La convergencia de la serie debe ser râpida por 
lo que debe bastar en principio con la perturbaciôn 
de primer orden para dar cuenta de las propiedades - 
del sistema real.
12
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- Obtenciôn de las propiedades del sistema de referen 
cia. Este apartado incluye el câlculo de las funcio­
nes de correlaciôn y de la energîa libre de Helmholtz. 
Para ello , las teorîas de perturbaciones remiten
normalmente a otras teorîas , resultados de simula -
ciôn o semîempiricos. Frecuentemente es el paso que 
requiere mayor esfuerzo teôrico.
En el présente capîtulo se estudiarâ cômo resuelven 
estos problemas las dos prîncîpales teorîas de perturbaciones de
fluîdos simples : la de Barker y Henderson^  ^y la de Weeks , Chand
1er y A n d e r s e n ^ S u  estudio permitirâ clarificar la problemâtica 
de las teorîas de perturbacîones y fijar criterios para el desarro 
llo de una teorîa aplîcable a fluîdos moleculares.
1.2 TEORIA DE PERTURBACIONES DE BARKER-HENDERSON
En el apartado anterior hemos sehalado los elementos 
fundamentales fondamentales de las teorîas de perturbaciones. Va- 
mos a fijar ahora nuestra atencîôn sobre una de ellas , la teorîa 
de Barker y Henderson^  ^(BH) . Se parte de las suposiciones habi-
tuales de considerar que a) sôlo las interacciones pares entre
moléculas son importantes por lo que puede considerarse par-aditi^ 
vo el potencial , y b) son las fuerzas repulsivas las que deter­
minan la estructura del fluîdo. Al tratarse de un sistema compue^
to por moléculas simples la elecciôn obvia del sistema de referen
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cia es la de un fluîdo de esferas duras. Es en la descomposiciôn 
del potencial y en cl tratamiento de la pendiente del potencial re 
pulsivo donde se encuentra la gran aportaciôn de la teorîa. Para 
evitar discontinuidades en el paso del sistema de referencia al - 
sistema real asocian al potencial real u(r) un potencial generally 
zado v(r) en funciôn de dos parâmetros de perturbaciôn a y  y .  Es­
te potencial generalizado se convierte en el potencial de esferas 
duras cuando a = y = 0 mientras que para a = y = 1 lo que se obtie 
ne es el potencial real del sistema. La expresiôn de v(r) es
V(a, <r • V) = M. (y - A V c^  Û  d + {r-a)/M^O
_ 0 «■<«(. 4 ( y - (1.4)
La observaciôn de esta expresiôn indica que a modifica la pendien 
te del potencial en la zona repulsiva mientras que y actûa sobre 
la profundidad del pozp potencial. El valor de o es el punto en - 
que se anula el potencial real , esto es , u(a)=0. En estas condi^ 
clones un desarrollo de Taylor de la funciôn Helmholtz A permite 
obtener las propiedades del sistema real en funciôn de las del 
sistema de referencia. Esto se consigne désarroilando el valor de 
A en torno al punto a = y = 0 y particularizando el resultado pa 
ra a = y = 1
donde los subîndices o representan los valores de las magnitudes
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evaluados cuando los paramètres de perturbaciôn tienden a cero. 
Como A estS intimamente relacionada con la integral de configura- 
cion y ^sta a su vez con el potencial del sistema , las deriva- 
das (8A/3a) y (3A/3y) se obtienen sin problemas (aunque la deduc 
cion es tediosaj con el siguiente resultado
(3A/3<*)o - - NkTp d* U .




En estas relaciones N es el nûmero de molêculas del sistema , k 
la constante de Boltzmann , T la temperartura , g =  1 / k T  , p l a  
densidad numérica p = N / V , siendo V el volumen del sistema y g^ 
es la funciôn de correlaciôn par del sistema de referencia que - 
por la definiciôn del potencial generalizado es un sistema de es- 
feras duras de diâmetro d.
A continuaciôn , Barker y Henderson escogen el valor 
del diâmetro d de forma que anule la derivada respecto a a
(1.8)
Esta elecciôn garantiza que los sucesivos terminos en •< seran pe- 
quefios. Conceptualmente représenta la suma de las contribuciones 
en la regiôn repulsiva , separando las contribuciones del sistema 
de referencia - que vienen representadas por el sistema de esferas
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duras de diâmetro d - de las contribuciones del potencial atracti- 
vo que estân representadas por los términos en % . El diâmetro d 
depende de la temperatura pero no de la densidad y es ésta précisa 
mente la ûnica forma de influencia de la temperatura en la teo- 
rîa. La expresiôn final de la teorîa BH es entonces , en primer or 
den de perturbaciôn (BHl)
A = A .  + m N p  ii.(0 r 'dr  ( 1 9 )
Las propiedades del sistema de referencia son actualmente bien co- 
nocidas . La funciôn de correlciôn par puede calcularse a partir 
de la ecuaciôn de Perçus-Yevick^ mientras que la mejor ecuaciôn de 
estado conocida es la de Carnahan-Starling^® que puede integrarse 
para obtener la energîa Helmholtz.
Los resultados obtenidos con la teorîa BH al apli- 
carla al câlculo de las propiedades temodinâmicas del argon utili- 
zando como potencial real del sistema el de Lennard-Jones 12-6 , 
son altamente satisfactorias. A altas densidades reproducen con - 
gran exactitud los valores expérimentales de la ecuaciôn de esta­
do , energîa interna y entropîa. Sin embargo , a bajas densidades 
o altastemperaturas la convergencia de la serie es lenta por lo - 
que es necesario tener en consideraciôn el segundo término de per­
turbaciôn especialmente en las cercanîas del punto crîtico. En la 
tabla 1.1 se comparan algunos resultados para la ecuaciôn de esta­
do con los de la teorîa WCA y con resultados de simulaciôn.
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La perturbaciôn de segundo orden depende de la fun 
ciôn de correlaciôn de très partîculas por lo que solo puede ser 
calculado de forma aproximada. Aunque existen varias aproximacio- 
nes aceptables^® es évidente que la complicaciôn adicional que su 
pone el câlculo del término de segundo orden constituye el princi^ 
pal defecto de la teorîa.
TABLA 1.1
VALORES DE pV/NkT PARA EL PpTENCIAL LJ (12-6) ^8
kT/e po^ Simul. BHl BH2 WCA
2.74 0.65 2.22 2.24 2.22 2.18
0.75 3.05 3.14 3.10 3.04
0.85 4.38 4.48 4.44 4.30
0.95 6.15 6.41 6.40 6.10
1 .35 0.20 0. 50 0.55 0.52 0.53
0.40 0.27 0.26 0.26 0.17
0.55 0.41 0.41 0.35 0.27
0.65 0.80 0.91 0.74 0.71
0.75 1 . 73 1 .87 1 .64 1 .64
0.85 3.37 3. 54 3.36 3.28
0.95 6.32 6.21 6.32 5.90
1 .00 0.75 0.53 0.71 0.53 0.40
0.85 2.25 2 .48 2.25 2.20
0.72 0.85 0.32 0.70 0.25 0.26
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1.5 TEORIA DE WEEKS-CHANDLER Y ANDERSEN
Para la descomposiciôn del potencial de Lennard-Jo 
nés , Weeks , Chandler y Andersen eligieron un pfocedimiento de - 
forma que tanto la parte atractiva Uo(r) como la repulsiva u^(r) 
son funciones continuas en todo el intervalo
u (r) = Uo (r) + ui (r) (1.10)
donde Uo(r) = u (r) + e si r<rj„in
= 0 r>rmin
ui(r) = -E si r<r^in
= u (r) r>r_,in
(1 .1 1)
min
para la que el potencial es mînimo , es decir , u (r^in) Es
fâcil demostrar que si u(r) es el potencial LJ (12-6)
l/e
ï'min = 2 O (1.12)
siendo o la distancia para la que el potencial se anula.
Esta separaciôn del potencial no conduce de forma 
immediata a un sistema de referencia formado por esferas duras.Co 
mo las propiedades de dicho sistema son bien conocidas vamos a re 
lacionar las propiedades de un sistema interaccionando a través - 
de Uo (r) con las de un sistema de esferas duras. Para ello defi- 
mos otro potencial v (r) por la relaciôn
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exf^pv(Y)J r (113)
El parâmetro a pennite un paso continuo desde el potencial de es-
feras duras (r) de diâmetro d , cuando a = 0 , hasta el poten­
cial Uq (.r) , para a = 1 . De esta forma la expresiôn que se obtie 
ne para la energîa Helmholtz del sistema de referencia es
A, = A w -  Y  N f (1.14)
con bw M  = (1.15)
La relaciôn (1.14) es en realidad una serie que se ha truncado en 
el primer término. Como el diâmetro de esferas duras estâ todavîa 
por définir lo escogemos de forma que anule el primer término de 
esta serie , con lo cual
y^(y)^r = 0 (1.16)
A© = A h (1.17)
Este diâmetro dependerâ entonces tanto de la temperatura como de 
la densidad. Anâlogamente , por desarrollo de yg (r) en torno a 
Xh (r) puede obtenerse
= €Xf iJ„(>r) (1.18)
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Finalmente , las propiedades termodinâmicas pueden 
calcularse por un tratamiento similar al de Barker y Henderson en 
funciôn de las del sistema de referencia y por tanto de las de un 
sistema de esferas duras cuyo diâmetro cumple la condiciôn de la 
ecuaciôn (1.16). La expresiôn final para la energîa libre de Helm 
holtz del sistema real de potencial u (.r) viene dada por
A „  4 î n W f  J «Xf (1.19)
La convergencia de esta ecuaciôn es excelente ^ . De hecho , los - 
resultados en primer orden de perturbaciôn son equiparables a los 
de la teorîa BH de segundo orden (ver tabla 1,1). La desventaja - 
mâs importante de la teorîa consiste en la apreciable complicaciôn 
que expérimenta el câlculo del diâmetro de esferas duras , sobre 
todo debido al considerable aumento de tiempo de ordenador.
1.4 COMPARACION DE LAS TEORIAS BH Y WCA. Criterios para una teorîa 
aplicable a fluîdos moleculares.
Las teorîas anteriormente expuestas pueden ser uti^ 
lizadas como punto de partida para el tratamiento de sistemas mâs 
complejos.Nos interesa entonces estudiar detenidamente las venta- 
jas e inconvenientes de ambas para tener asî elementos de juicio 
razonables antes de abordar el estudio de sistemas moleculares.
La primera diferencia entre ambas es la forma de - 
descomponer el potencial. La separaciôn dada por la teorîa BH si£
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nifica que la parte del potencial que varia râpidamente entre r=o 
(u=0) y r=21^8 o ( u = - e )  se incluye en la perturbaciôn. Este ran­
ge corresponde a separaciones interatômicas altamente probables - 
la funciôn de distribuciôn alcanza su mâximo valor para -
con lo que las fluctuaciones en la energîa de perturbaciôn dan o- 
rigen a un término de segundo orden no despreciable ^ ^ . Este pro- 
blema se obvia en la teorîa WCA puesto que dichas contribuciones 
se incluyen en parte no perturbada de forma que es esencialmente 
una teorîa de primer orden.
Esta diferencia tiene como consecuencia el menor - 
tamafio del diâmetro de esferas duras de la teorîa BH respecto a - 
la WCA (en la figura 1.2 se comparan ambos resultados) . A altas 
densidades este puede ser un problema para utilizar la segunda - 
teorîa ya que a veces la densidad del sistema de esferas duras - 
puede corresponder a la regiôn sôlida. Como hemos visto , la de - 
pendencia del diâmetro d(WCA) con la densidad puede suponer un - 
problema de câlculo casi similar al del segundo orden de perturba 
ciôn de la teorîa BH. Mâs aûn en sistemas complejos donde el prin 
cipal obstâculo es precisamente el câlculo de la funciôn de dis - 
tribuciôn del sistema de referencia que aparece en el segundo tra 
tamiento bajo el signo integral .
En cuanto a los resultados , puede apreciarse en - 
la tabla 1.1 como la teorîa WCA proporciona resultados comparables 











orden ( BH2 ) mi entras que el primer orden ( BHl ) présenta peque- 
nas discrepancias con los valores dados por s i m u l a c i ô n .
Las consideraciones validas para sistemas simples 
son generalizables a sistemas moleculares pero con matizaciones im 
portantes. En particular , estamos interesados en fluîdos cuyo po­
tencial par sea un potencial âtomo-âtomo. En este caso , el valor 
mînimo del potencial par intermolecular depende de la orientacion 
; por ejemplo , cuando el potencial âtomo-âtomo es el de Lennard- 
Jones el valor de r,„jy, es para algunas configuraciones particula- 
res de hasta 1 ,4 a . Como ademas la obtencion de la funciôn de 
distribuciôn radial es mucho mâs complicada en fluîdos poliatômi- 
cos que en sistemas simples parece claro que el coste adicional de 
tiempo de computaciôn de la teorîa WCA puede no verse compensado 
con un incremento notable en su exactitud.
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Otro dato a tener en cuenta son las contribuciones 
p.nisotrôpicas que pueden hacer que disminuya la importancia del se­
gundo término de perturbaciôn de la teorîa BH. Esto se debe a que 
las contribuciones del sistema no perturbado y la perturbaciôn de - 
primer orden son muy parecidas a bajas densidades. La introducciôn 
de las repulsiones debidas a la no esfericidad de las molêculas re 
percute fundamentaimente en la contribuciôn del sistema de referen 
cia. Asî , el aumento de la contribuciôn del término de orden cero 
puede hacer disminuir la importancia del error cometido por la no- 
inclusiôn del término de segundo orden. En otras palabras , la co- 
rrecciôn mâs importante a ahadir a la teorîa de Barker y Henderson 
de primer orden no es , en principle , otro término de perturbaciôn 




TEORIA DE PERTURBACIONES DE FLUIDOS QUE INTERACCIONAM 
MEDIANTE UN POTENCIAL ATOMO - ATOMO
2.1 INTRODUCCION
El objetivo del présente capitule es el desarrollo 
de una teorîa de perturbaciones aplicable al estudio de las pro­
piedades termodinâmicas de fluîdos poliatômicos. En la secciôn /
1.1 expusimos los pasos necesarios para dar una descripciôn com­
pléta de este tipo de teorîas. Este serâ pues el esquema que se- 
RUiremos en el présente capîtulo.
En primer lugar definiremos el modelo molecular u- 
tilizado. Se trata del potencial ISM (Interaction Site Model) que 
hemos denominado también potencial âtomo-âtomo. Este modelo , pro 
puesto por Steele^® , ha sido utilizado con éjcito en expérimentes 
de simulaciôn habiendo proporcionado excelentes resultados en el 
tratamiento de molêculas diatômicas homonucleares como N 2 y
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halôgenos y de molêculas con interacciones mâs complejas como 
CIH , CH4 6 CS2 ®^« La informaciôn suministrada indica que este po 
tencial es capaz de tener en cuenta apropiadamente la anisotropîa 
molecular y el efecto de interacciones multipolares tanto a nivel 
de estructura como de propiedades termodinâmicas.
El desarrollo del método lo haremos de forma anâlo- 
ga al de la teorîa de Barker y Henderson por las razones apunta- 
das en el capîtulo anterior : sencillez de al teorîa , râpida con 
vergencia y relativa facilidad de câlculo.
Como consecuencia del désarroilo el sistema de refe
rencia résultante es el modelo HISM (Hard Interaction Site Model)
, sistema de esferas duras fundidas , del que se ha demostrado -
que puede reproducir adecuadamente las propiedades estructurales
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de fluîdos moleculares como N 2 , cloroformo ô acetonitrilo ' Las 
propiedades de este sistema son conocidas. Asî , existe una ecua­
ciôn semiempîrica para la ecuaciôn de estado que estâ suficiente 
mente contrastada con resultados de simulaciôn mientras que las 
funciones de correlaciôn pueden calcularse de forma aproximada me 
diante las ecuaciones RISM^^ .
2.2 MODELO MOLECULAR
Es évidente que dependiendo del sistema a estudiar 
debemos considerar modelos que tengan en cuenta las caracterîsti-
2b
cas esenciales del sistema. Asî , para el estudio de sistemas mo- 
noatomicos basta con un modelo potencial que tenga simetrla esfe- 
rica fuertemente repulsive a cortas distancias y con un mînimo de 
energîa potencial a distancias cercanas a la de equilibrio en es­
tado sôlido.
Cuando considérâmes fluîdos moleculares el efecto a 
dicional mâs importante a considerar es la no-esfericidad de la 
nube de carga eléctrônica y por tanto la influencia de la orienta 
ciôn de las molêculas en la interacciôn résultante.
Hasta el memento se habîa utilizado ampliamente el 
potencial de Kihara para describir estas interacciones anisotrôpi^ 
cas. Sin embargo , la complej idad de las relaciones al tratar cuer 
pos convexes ban hecho pensar en descomponer el potencial total en 
una suma de interacciones parciales entre varies centres de inter 
acciôn de cada molêcula. Este modelo propuesto por Steele ^  ha si^  
do utilizado con êxito en el tratamiento de fluîdos moleculares y 
es conocido con el nombre de potencial ISM ô âtomo-âtomo.
Cada molêcula se supone compuesta por m centres 6 
"atomes" que pueden coincidir o no con los âtomos reales de la mole 
cula pero que pueden ser un conjunto de âtomos o incluse un punto 
cualquiera. En la figura 2.1 représentâmes una de estas molêculas 
junte con las interacciones de una molêcula diatômica. La locali- 







que lo une con el origen de coordenadas 0. Si es el vector de 
posicion del centro de masas molecular y î^“ el vector que une el 
âtomo «f con el c.d.m. , podemos escribir
n  = Ri + -li (2 .1)
Asociado a cada par de centres de interacciôn a , 8 de distintas 
molêculas i , j existe un potencial que dependerâ de la distancia 
entre ambos r^g . Definimos entonces el potencial par intermolecu 
lar u^^ (t,j) como la suma de todas las posibles interacciones 
entre centres de distintas molêculas
“..(f.î) = z î
donde r^g vendra dado por
= 1 "  - l ”
En la relaciôn (2.2) los vectores i , j representan el conjunto
de coordenadas tanto angulares como de posiciôn de las molêculas
, notaciôn que serâ empleada a lo largo de la présenté memoria.
Este potencial par depende por tanto de la orientaciôn relativa
de las molêculas.
En principle estas relaciones bastan para définir 
el potencial âtomo-âtomo. Sin embargo , lo que necesitamos conocer
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es el potencial total de un sistema de N partîculas , . Es sa-
bido que en fluîdos simples las interacciones pares proporciona 
la mayor parte de la energîa potencial^®. Mâs aûn , la suma de in 
teracciones pares puede representar de forma efectiva el potencial 
total del sistema siempre que los parâmetros del potencial par 
sean calculados apropiadamente. Asi por ejemplo aunque el poten­
cial de Lennard-Jones présenta marcadas diferencias con el poten­
cial par en el caso del argon^^ los estudios de simulaciôn ban d£ 
mostrado sobradâmente que représenta adecuadamente el potencial 
total del sistema. De esta forma podemos définir Ujj como la suma 
de las interacciones entre pares de molêculas
(2.4)
2.3 FUNCION DE PARTICION E INTEGRAL DE CONFIGURACION
Para el desarrollo de nuestra teorîa trabajaremos 
en el colectivo canônico , es decir , tratamos un fluîdo clâsico 
de N partîculas en un volumen V a temperatura T. La funciôn de - 
particiôn del colectivo viene dada por^ ^
Z h =  ^
siendo la integral de configuraciôn que , utilizando la nota­
ciôn anteriormente sefialada , tiene la forma
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Q n = j j (- /kT) ai j.N (2.6)
El potencial total es el definido en el apartado anterior. En 
esta expresiôn las coordenadas angulares estân normalizadas de - 
forma que
J z i (2.7)
De esta manera , en ausencia de interacciones la integral de con- 
figuracion es . Por otra parte A es la funciôn de particiôn rie 




/ i ^  = t / ( î n m K T )
A .  = • (l,-3 ,
(2.8)
siendo 5 = 1  para molêculas esféricas
= 4 TT " " lineaies
= 8 n ^ no lineaies
Las magnitudes II , 1 2 ® Ij son los momentos principales de iner- 
cia y h la constante de Planck.
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En la expresiôn dada para la funciôn de particiôn 
se ha supuesto que las contribuciones vibracionales se incluyen 
a travês del potencial total Ujj del sistema. Esto se debe a que 
por la gran complejidad que supondrîa un modelo que incluyera gra 
dos de libertad vibracionales dichas contribuciones no se separan 
en el hamiltoniano del sistema y quedan dentro de la integral de 
configuraciôn. Este hecho debe reflejarse en la forma de obten- 
ciôn del potencial intermoleeular que debe ser coherente con el 
tratamiento expuesto.
2.4 FUNCIONES DE CORRELACION ATOMO - ATOMO
Consideremos un conjunto reducido de n molêculas en
nuestro sistema de N partîculas. Designemos como {n) el conjunto
de coordenadas {1 , ... , n} de las n molêculas. La probabi1idad
de que la molêcula 1 sea observada en un entorno de vo lumen d 1 aJ^
->• -*■ 
rededor de la posiciôn definida por 1 , la molêcula 2 en d2 alre-
dedor de 2 , . . . , y la molêcula n en dn en torno al punto dado
por el vector n , es proporcional al factor de Boltzmann
 ^ ( "f exppll^ /ItTT (AAcV
p ---------- ---------- ---
N - (3 (2.9)
La funciôn pJJ recibe el nombre de funciôn de distribuciôn especî
f ica de orden n. Es immediata la relaciôn
j ' " l  p 7  < L M  = ^ (2.10)
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Si llamamos p" a la probabilidad de encontrar a cua% 
quiera de las N molêculas en el elemento de volumen d1 situado en 
torno a la posiciôn 1 , otra cualquiera en d2 alrededor de d2 , .




A p" se le conoce con el nombre de funciôn de distribuciôn genêri 
ca de orden n . La funciôn de distribuciôn unimolecular cumplirâ , 
en virtud de la relaciôn anterior
pj d ?  = N (2.13)
Admâs , p" (”i) es , para un fluîdo homogêneo e isô- 
tropo , independiente de la posiciôn y de la orientaciôn por lo 
que
J  d t  = | d t  = • V  (2.14)
De las ecuaciones (2.13) y (2.14) se deduce
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=  r (2.15)
siendo p = N/V la densidad numérica , esto es , el nûmero de molê 
culas por unidad de volumen. La funciôn de distribuciôn genérica 
de un sistema de partîculas independientes en un medio isôtropo y 
homogêneo serîa
( ( '})  = "  Pm‘ ( - )  (Z.,6)
de donde (2.17)
Relacionada con esta propiedad se definen unas nuevas funciones 
llamadas funciones de correlaciôn de orden n , g" , por la expre­
siôn
3 ( ( ' } ) =  (2.18)
f
Asî pues , la desviaciôn de la unidad de las funciones de correla^ 
ciôn représenta la desviaciôn del sistema respecto al de partîcu­
las independientes. De ahî su nombre pues son una medida de las 
correlaciones existentes en el fluîdo. La mâs utilizada es la fun 
ciôn de correlaciôn par cuya expresiôn es , para kj*i,j
< i \ r  î  1 = -  ( U - , X . . -
^ (N -O ! 0 .
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Estas funciones de correlaciôn asî definidas son funciones de co­
rrelaciôn moleculares. Ahora bien , nuestro modelo no tiene en - 
consideraciôn la posiciôn de la molêcula en general sino tan sôlo 
las posiciones de los centros de interacciôn. Por eso es necesa­
rio obtener las funciones de correlaciôn âtomo-âtomo. Para ello , 
es necesario fijar la posiciôn de cada centro en la expresiôn ante 
rior. Esto se hace utilizando la funciôn 6 de Dirac definida por
6 (x) = 0  si X ^ 0
6 (x) = 1  si X  = 0
En estas condiciones podemos escribir
(2.20)
(2 .2 1)
relaciôn que nos darîa la funciôn de correlaciôn del centro de m a­
sas de las molêculas i , j . En la expresiôn hemos designado por 
r y r' al valor que toman sucesivamente en la integraciôn los vec- 
res i y j respectivamente. En el caso de la funciôn de correlaciôn 
par entre los centros A de la molêcula i y p de la molêcula j , ob 
tendremos
« <iî' ■ • A n  (2.22)
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La funciôn de correlaciôn par que acabamos de définir représenta 
entonces la probabilidad de encontrar dos centros A , p de distin­
tas molêculas cualesquiera en las posiciones y rV respectivamen 
te. En la memoria se suprim.irâ el superîndice puesto que se util i - 
zarâ exclusivamente esta funciôn de correlaciôn âtomo-âtomo.
2.5 DESARROLLO DE LA TEORIA
La energîa libre de Helmholtz estâ relacionada con 
la funciôn de particiôn del sistema mediante una relaciôn muy sim­
ple. Ademâs , son también sencillas las expresiones que permiten 
calculer otras propiedades termodinâmicas supuesta conocida la e- 
nergîa libre. El desarrollo de esta magnitud en funciôn de unos pa 
râmetros de perturbaciôn asî el procedimiento habituai que siguen 
la mayorîa de las teorîas de perturbaciones y es el que nosotros 
utilizaremos. Debe sef.alarse sin embargo otra vîa posible que , 
aunque mâs costosa en tiempo de câlculo , puede proporcionar mayor 
informaciôn. Consiste en obtener por una teorîa de perturbaciôn - 
la funciôn de distribuciôn real del sistema y a partir de ésta cal^ 
cular la energîa interna del sistema.
Los errores en las propiedades termodinâmicas son 
importantes si se utiliza este procedimiento por ser êstas extraor 
dinariamente sensibles al valor de la funciôn de distribuciôn en 
torno a la distancia de equilibrio. De esta forma , actualmente se 
tiende a hacer un desarrollo paralelo de la funciôn de distribuciôn
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por un lado y de las propiedades termodinâmicas por otro cuando in 
teresa conocer àmbas cosas.
Vamos a descomponer el desarrollo del formalisme - 
teôrico en très apartados : a) Definiciôn del potencial generaliza 
do y desarrollo en serie de Taylor de la energîa Helmholtz , A ; 
b) Obtenciôn de las derivadas de A respecto a los parâmetros de - 
perturbaciôn ; y c) Elecciôn del diâmetro de esferas duras fundi­
das y expresiôn final de la energîa libre del sistem real.
2.5.1 Potencial generalizado . Desarrollo de la energîa Helmholtz 
en serie de Taylor.
Consideremos una funciôn potencial arbitraria u.
^  Ali
(r) que représente el potencial de interacciôn entre centro dos - 
centros X y y de molêculas diferentes. Definimos entonces una fun­
ciôn potencial generalizada entre centros (r)
"'V* «V*
>^/4 %  ^ ^ (2.23)
El potencial generalizado âtomo-âtomo v^^(r) asociado al potencial 
original u^^(r) depende , entre otras variables , de dos parâme-
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tros llamados de perturbaciôn , y y , cuyos valores pueden 
oscilar entre 0 y 1. La variable représenta la distancia a la 
que el potencial real es cero mientras que d^^ queda por el memen­
to sin définir.
Puede darse una definiciôn équivalente en la que se 
exprese la exponencial del potencial generalizado
B  ^  - v)] "f E + ^ ^ 4 ^ ) ]
t  H ( V * -  - ~ v )  (2.24)
+ H(r-v)
siendo g = 1/kT , k la constante de Boltzmann , T la temperatura y 
H la funciôn paso de Heaviside definida por
H(x) = 0  si x<0
(2.25)
H(x) = 1 si x>0
Para que las definiciones anteriores estén unîvocamente détermina - 
das es necesario suponer ademâs que > d y que u^^(r) tien­
de efectivamente a infinite cuando r se acerca a cero.
La variaciôn del potencial generalizado con los pa-
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râmetros tiene interesantes propiedades consistentes en proporcio­
nar un paso continuo desde un potencial de cuerpos duros hasta el 
potencial original. Asî
a) Cuando = 0 (X,y = 1 ......... m)
se cumple (r) - - si
''Xv "  '■xp ’ ■’xp
b) Cuando = Y j^  ^ = 1 (X, y = 1 , . . . , m)
se cumple (r) = u^^ (r) para todo r (2.27)
La figura 2.2 représenta los valores del potencial generalizado pa 
ra très conjuntos de parâmetros de perturbaciôn , a saber , =
= Yj^ p = 0 ; 0,5 ; y 1. El parâmetro modifica la pendiente del 
potencial en la zona repulsiva haciendo tomar valores del poten­
cial generalizado desde infinite ( = 0 ) hasta el valor de -
^Xy que puede ser también un pptencial rîgido . El parâmetro 
modifica la profundidad del pozo de potencial desde cero hasta 
alcanzar su mînimo valor cuando el parâmetro es la unidad.
El potencial par generalizado se define como la su­
ma de los potenciales generalizados entre centros
w., ' (2.28)
con lo que el potencial total generalizado del sistema serâ
7,9
 = Yxn = 0
  0  < ax|i= Yxji^ 1




4 , ( 1 , .  . , 3 )  = 2:
Desarrollando la energîa Helmholtz en serie de Ta^ 
1er en torno al punto 2m-dimensional = 0 y particulari-
zando la expresiôn para = 1 obtenemos la energîa libre
del sistema original en funciôn de las propiedades del sistema de 
referenda. Teniendo en cuenta las propiedades del potencial gene 
ralizado el sistema de referencia estâ formado por moléculas com- 
puestas por esferas duras que pueden solapar entre sî y cuyo diâ- 
metro es d ^  (v = 1, ... , m) . Este es el modelo HISM que tam-
bién es conocido en la literatura con el nombre "dumbell” .
La expresiôn -matemâtica del desarrollo es
A  = A o  + I  L  ( r f e X
+ te rm in e s  Xe orJletc jo p e r io r
El subîndice o significa la magnitud evaluada cuando todos los pa 
rametros son cero. En particular , es la energîa libre de nue£ 
tro sistema de referencia.
Las dos derivadas respecto a los parâmetros de per 
turbacion se obtienen a partir de la integral de configuraciôn s^ 
guiendo un proceso comûn a ambas durante una buena parte del desa
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rrollo. Por esto calcularemos la derivada respecto a uno cualquie- 
ra de los parâmetros que designaremos como
2.5.2 Expresiôn general de la derivada de la integral de configura 
ciôn respecto a un parâmetro cualquiera
La funciôn de particiôn del sistema se escribiô en 
la secciôn 2.3 .En las expresiones dadas es necesario substituir 
el potencial total real del sistema por el potencial total genera- 
lizado Las derivadas de la relaciôn (2.30) son
%= - (-i&M ' . (z 3')
(A,^= 4, — »in.)
Sustituyendo en la expresiôn de la integral de configuraciôn (2.6) 
el valor del potencial generalizado (2.29) podemos obtener la derj^ 
vada de 0^ respecto a g ^ e n  funciôn del potencial par generalizado 
âtomo-âtomo
îl potencial v^jlepende de la distancia entre los centros A' de la 
molécula i y y' de la molécula j. La integral se extiende al con- 
junto de coordenadas tanto angulares (n) como de posiciôn (V). La 
derivada anterior es nula salvo en el caso en que los centros A' 
y y ' sean precisamente aquellos respecto a los que hacemos la de­
rivada A y p. Por tanto
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Todas las 1/2 N (N-1) intégrales en que se puede desarrollar la 
sumatoria son iguales con lo que la expresiôn anterior se trans­
forma en
^  L i,
Vamos a relacionar esta derivada con la funciôn de correlaciôn - 
par âtomo-âtomo definida por (2.22). Para ello haremos uso de la 
funciôn i de Dirac definida por la relaciôn (2.20). Con esta fun 
ciôn , la derivada que aparece en el integrando se puede escribir 
como una integral doble sobre dos vectores r y r' que se anule - 
en todos los casos excepto cuando la distancia entre centros sea 
precisamente r^^ “ I - rV | . Teniendo en cuenta que
y sustituyendo este resultado en la identidad
. flra jO iiiîiîlL 'i i f ) j ( î r . ;>) j.? j?- 
f  A/& J J  L f  A/c J  ^
con lo que , llamando r a la distancia entre centros la relaciôn 
(2.3 6) se transforma en
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(2.37)
ïntroduciendo esta expresiôn en la ecuaciôn (2.34) llegamos a
4 / v
^ aexppft'








con lo que podemos sustituir el valor de la funciôn de correla­
ciôn âtomo-âtomo dado por (2 .22) obteniendo
4 ^- % ■
)A/L (2.40)
Integramos a continuaciôn sobre los ângulos polares haciendo uso 
de la relaciones
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<lr = y' jev\ 0 X Y  etr
,1T1 f V
I s«k0 r 4n (2.41)
6 ' 0
I  <(h  = V
llegamos a la expresiôn final de la derivada
^  (2.42)
siendo p = N/V la densidad numerica .
2.5.3 Expresiôn final del desarrollo de perturbaciones
Una vez obtenido el resultado precedente , el cSlcu
lo de las derivadas respecto a los parâmetros de perturbaciôn si-
gue un camino diferente por serlo la derivada de la exponencial -
del potencial âtomo-âtomo.
a) Câlculo de
Para poder evaluar la derivada que aparece en el inte­
grando de (2.42) es conveniente hacer el camhio de variable
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que transforma la definiciôn del potencial generalizado (2,24) en
H (% - «>‘r )] + Hl?
(2.44)
La derivada de esta expresiôn respecto a a^^requiere obtener la 
derivada de la funciôn paso cuyo valor es precisamente la funciôn 
6 de Dirac
d H(x) / d x =  6 (x) (2.45)
Evaluando entonces la derivada obtenemos
) ( ^ )  [ . X f f p - i ]  -
(2.46)
‘Y*
Teniendo en cuenta que
2l_— =  - ^  ~ « _ .2. (2.47)
^ ^ = et
(2.48)
Z ~ «D pav0. y ï «P
podemos sustituir estos valores en la ecuaciôn (2.42) cuya expre­
siôn en funciôn de la variable z serâ
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A/
X i ( i - V )  (: - «1,/) [ * * r { - i 'V '* ) ) - ‘] ‘^*
j «Ar[e‘ï^('')“] 4- (z j K
El integrando del primer sumando se anula excepto para z = A
demâs en esas condiciones se cumple u (z) = u (o. ) = 0 por -
A y  A y  A y
lo que este sumando es nulo. En el segundo , el integrando vale - 
cero para todos los valores de z inferiores a o, debido a la de -Ap
finiciôn de la funciôn paso. De esta forma , y utizando el resul­
tado (2.35) , la expresiôn puede escribirse como
<r..
(! - I' <l i (2 50)K
La evualuaciôn de esta relaciôn para = 0 es sencilla pero ne- 
cesita la suposiciôn adicional de que el potencial es infinite p^ 
ra distancias inferiores a cero - ya que en este caso el limite - 
inferior de la integral lo es - y finita su derivada con la dis­
tancia. El resultado depende de g^^ , esto es la funciôn de co­
rrelaciôn par del sistema de referencia que por sencillez escribi
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remos en los prôximos capîtulos sin el superindice. Por tanto 
3 'tw.Q = - a
o
(2.51)
Integrando por partes llegamos a la expresiôn final
(2.52)
b) Câlculo de O w / ?
El proceso para calcular esta derivada es anâlogo al de 
la anterior por lo que sehalaremos tan sôlo los pasos mâs importan 
tes. Partimos de la ecuaciôn (2.42) , comûn a todos los parâmetros 
. La derivada del potencial generalizado respecto a es
—  =  - p H ( v -  (2.53)
Sustituyendo este valor obtenemos , de acuerdo con la definiciôn 
de la funciôn paso H (x)
^ " " f  » (2.54)
V
Para y, = 0 el resultado se modifica ûnicamente en el sentido deAp
que ahora aparece como en el caso anterior la funciôn de correla­
ciôn del sistema de referencia HISM.
I = - 7 n l^ f p f M. (O x’At 
5 W  L  V
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Obtenidas las de?ri vadas de la integral de conf igu­
raciôn respecto a los parâmetros podemos sustituir el resultado - 
en la expresiôn (2.30)con lo cual
V  -1
A = / I .  -  j i j
rm wt /o* (2.56)
+ InYp Y  T. I y'<Iy 4- tlrwiwpt Jt
A«l
Las variables d^^ estân todavla sin tener asignado un valor defi- 
nido. Siguiendo el criterio de Barker y Henderson definiremos es­
tos diâmetros de forma que anulen la contribuciôn de primer orden 
en con lo que la expresiôn final de nuestro desarrollo es, en 
primer orden de perturbaciôn




r  L  I q" (2.57)
= J |i- <li (2.58)
e
De esta forma , los diâmetros de las esferas duras fundidas que- 
dan definidos satisfactoriamente. Es importante insistir en que 
la definiciôn dada los hace dependientes de la temperatura median 
te una sencilla relaciôn. De hecho es en estas magnitudes donde se 
manifiesta el efecto de la temperatura pues , como puede observer 
se en las relaciones anteriores , la dependencia de la energîa de 
Helmholtz con la temperatura no es explicita. Sin embargo , d^^ 
no depende de la densidad con lo que se evitan grandes problèmes 
de câlculo.
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Por lo que respecta a la convergencia de la serie 
, caben esperar resultados anâlogos o algo mâs satisfactorios que 
los de la teorîa precedente en sistemas simples. A bajas densida- 
des y temperatures altas la convergencia serâ relativamente pobre 
necesitândose un término adicional en el tratamiento. Debido a la 
elecciôn hecha para los diâmetros , el término adicional serâ el 
que depende de ya que el término en serâ muy pequeiïo.
Finalizaremos el capîtulo sefalando c6mo la expre­
siôn obtenida reduce el estudio de los fluîdos moleculares a una 
simple suma de contribueiones âtomo-âtomo. El sistema de referen­
cia HISM de nuestra teorîa es actualmente bastante conocido a ni - 
vel de propiedades termodinâmicas ( ecuaciôn de estado ) y algo 
menos las funciones de correlaciôn para las que se dispone de las 
ecuaciones RISM de Chandler y Andersen .
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CAPITULO III
PROPIEDADES DEL SISTEMA HISM
5.1 INTRODUCCION
El éxito de una teorîa de perturbaciones estâ gran- 
demente condicionado por la posibilidad de conocer con suficiente 
exacitud las propiedades del sistema de referencia. Mâs aûn , a 
menudo es éste el paso que encierra las mayores dificultades tan­
to a nivel teôrico como de resoluciôn numérica.
Las propiedades del sistema HISM se han estudiado - 
en fechas relativamente recientes. Para las funciones de correla­
ciôn , Chandler y Andersen^® han propuesto la ecuaciôn integral 
RISM , generalizaciôn de de la de Perçus-Yevick para fluîdos mono 
atômicos. En sucesivos trabajos^^ propusieron una formulaciôn va- 
riacional para el desarrollo de su teorîa que permite transformar 
la ecuaciôn integral en un sistema de ecuaciones no lineales y de 
sarrollaron un programa general de câlculo en Fortran-IV para 
resolverlo. Nostros no hemos utilizado este programa por dos razo
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nés. En primer lugar estâ el hecho de que cuando se conociô en la 
literatura nosotros estâbamos desarrollando ya un programa espec^ 
co para resolver el caso particular que nos interesaba (moléculas 
diatôm.icas homonucleares) . Ademâs , al ser el programa de Lowden 
mâs general , utiliza una gran cantidad de memoria y tiempo de ojr 
denador por lo que hubiera sido conveniente particularizarlo a - 
nuestro caso lo que hubiera significado un esfuerzo superior al - 
de completar la puesta a punto de nuéstro propio programa.
La otra propiedad que necesitamos conocer es la E- 
nergîa Helmholtz. Sin embargo lo que habitualmente interesa es - 
calcular la ecuaciôn de estado del sistema por lo que es innecesa 
ria la obtenciôn de A^ ya que puede operarse en forma inversa , 
estü es , calcular la energîa libre a partir de la presiôn. Esta, 
a su vez puede calcularse a partir de la funciôn de correlaciôn - 
par a través del teorema del virial o de la compresibilidad. Sin 
embargo , ambas ecuaciones son muy sensibles a pequehos errores - 
en la funciôn de distribuciôn por lo que sus resultados en el ca­
so de dumbells son muy pobres. Por esta razôn se han propuesto o- 
tros procedimientos , de los cuales nos interesan fundamentalmen- 
te varias ecuaciones semiempîricas 35-36 basadas en la aplicaciôn 
de las ideas proporcionadas por la teorîa de la partîcula "scaled" 
y en resultados de sim.ulaciôn ^ ^ .
El objeto del présente capîtulo consiste en estu- 
diar y obtener resultados numéricos de las funciones de correla-
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ciôn y de la ecuaciôn de estado del sistema de referencia de nue^ 
tra teorîa , esto es , el sistema HISM,
En la secciôn 3.2 se dicutirS brevemente la obten­
ciôn de las ecuaciones RISM , su desarrollo para un sistema de m£ 
lêculas compuestas por dos centros équivalentes y el método numé- 
co seguido para su resoluciôn.
En la secciôn 3.3 se analizarân las diversas teor^ 
as , ecuaciones semiempîricas y datos pseudo-experimentales exis- 
tentes para la ecuaciôn de estado.
3.2 CALCULO DE LAS FUNCIONES DE CORRELACION EN LA APROXIMACION 
RISM
La formulacion original de la teorîa de Chandler y 
Andersen estaba basada en utilizar para un sistema ISM las apro- 
ximaciones de Percus-Yevick aplicândolas a la correspondiente e- 
cuaciôn de Ornstein-Zernike (02). Para una formulaciôn mâs siste- 
mâtica es necesario hacer uso de las têcnicas de diagramas o de - 
anâlisis funcional que permiten simplificar notablemente el pro- 
blema. Sin embargo , el interés en tratar aquî la obtenciôn de las 
ecuaciones RISM no reside tanto en el camino para llegar a ellas 
- consultar las referencias (38) - como conocer las aproximacio- 
nes que encierra y su significado fîsico por lo que resumiremos -
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brevemente los pasos necesarios para llegar al resultado final.
La resoluciôn de la ecuaciôn RISM es , previsible- 
mente de gran complej idad por lo que los propios autores propusie 
ron en el trabajo original un método de câlculo basado en un prin 
cipio variacional. De nuevo nos encontramos con el problema de u- 
tilizaciôn de têcnicas que no pueden ser descritas con la breve- 
dad que este trabajo requiere. Asî pues , también nos litritaremos 
a sefialar los puntos mâs importantes cara sobre todo a su aplica­
ciôn prâctica.
3.2.1 Obtenciôn de las ecuaciones RISM
Para un sistema molecular se puede définir la fun­
ciôn de correlaciôn directa <3(1,2) mediante una ecuaciôn OZ gene- 
ralizada que se relaciona con la funciôn de correlaciôn total h { l ,  
2 ) por la expresiôn
siendo
U i A )  = ,3 .2,
El significado fîsico de esta ecuaciôn consiste en considerar que 
la correlaciôn entre dos moléculas es debida por una parte al e- 
fecto directe de correlaciôn entre ellas - c ( l , 2 ) ~ y  por otra al e 
fecto de terceras moléculas por su relaciôn con ambas con lo que - 
de forma indirecta aparece una correlaciôn entre las moléculas 1 y 2
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y cuyo valor serâ , para cada tercera molécula , el producto de 
c (  1 , 3 )  por h ( 3 , 2 )  .
Podemos intentar calcular h ( l , 2 )  por un procedimien- 
to iterative suponiendo como soluciôn inicial que no existen co- 
rrelaciones indirectes
V t , j  )  =  C ( i , ]  )
(3.3)
con lo cual la siguiente soluciôn serâ el resultado de sustituir 
este valor para la funciôn de correlaciôn total entre 2 y 3
+  p J c ( S , i )  (5-4)
La aproximaciôn de segundo orden serâ
= (^4,1) + p fc(4,3V(î/0 +
(3.5)
+ p* JJ e(i,i) c(î,v) c(4/z)«<5
El resultado final es la serie
4 f>Jc(^ ,î) e(3,i) c/3 + • •• +
 ^ ...
En general , la dependencia angular de o ( i , j )  es tan complicada
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que la sumatoria anterior no puede manejarse con têcnicas analîti- 
cas. La suma séria posible cuando no existiera esa dependencia an­
gular. Este hecho hace pensar en descomponer la funciôn de correla 
ciôn directa molecular en una suma de funciones de correlaciôn di- 
rectas âtomo-âtomo
e(4»0 * ^  ^  + Ac(i,z) (3.7)
Es évidente que el término L o ( l , 2 )  estâ incluîdo en el desarrollo
(3.6). Sin embargo , dada la utilidad.de hacer A<?=0 cabe suponer - 
que su efecto sea lo suficlentemente pequeho como para pensar que 
es la mejor elecciôn posible pues permite obtener las funciones de 
correlaciôn âtomo-âtomo. Definimos a continuaciôn las transforma- 
das de Fourier de las funciones de correlaciôn atômicas como
X ( k) * J x  (y > exp ( - ( 3 . 8 )  
La transformada inversa vendrâ dada entonces
X(r) s (în)* Jjf (k) txf (-iîr) tftk (3.9)
Calculando la transformada de la ecuaciôn (3.6) es posible sumar 
la serie con lo que se puede escribir la siguiente ecuaciôn matri- 
cial , generalizaciôn para funciones de correlaciôn atômicas de la 
ecuaciôn de Ornstein-Zernike
= w(k)c(k')g - pw(k) crk^]"'w(k) (3.10)
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siendo p la densidad en moléculas por unidad de volumen (N/V) , I 
la matriz unidad y x(k) la matriz cuyos elementos son las transfor 
madas de Fourier de las funciones de correlaciôn âtomo-âtomo x
ay
(k) donde x=h,c. Finalmente , w es la matriz de estructura interna
cuyos elementos son
(k) = -a*I exp [-1 k î^)]u)^
(3.11)
Aquî , n représenta el conjunto de los ângulos de Euler y iV es el 
vector que une el centre de masas de la molécula i con el centre - 
de interacciôn v de la misma molécula.
Una vez conocida la ecuaciôn OZ generalizada - 
es necesario utilizar unas relaciones de cierre para que el proble 
ma sea resoluble. La aproximaciôn de Percus-Yevick para sistemas - 
simples puede suministrar un criterio vâlido para moléculas polia- 
tômicas. En otras palabras , la funciôn de correlaciôn directa mo­
lecular c ( l , 2 )  debe ser cero cuando las moléculas no solapan mien- 
tras que la funciôn de correlaciôn total molecular h ( l , 2 }  debe va- 
1er -1 cuando baya solapamiento. Esta segunda condiciôn es exacta 
ya que implica que g ( l , 2 )  = 0 , esto es , que no pueden producirse 
solapamientos lo que estâ de acuerdo con el hecho de que se trata - 
de un sistema de cuerpos duros. La primera condiciôn es tan sôlo u 
na aproximaciôn a pesar de la cual la teorîa de Percus-Yevick es - 
bastante précisa.
Dada la relaciôn (3.7) entre funciones de correla-
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ciôn atômicas y moleculares , se sugiere immediatamente que
= o t i  y  > (3.12)
es una buena aproximaciôn ya que en caso contrario a d ,  2 ) séria 
distinta de cero cuando las moléculas solapan. Este razonmiento - 
excluye el hecho real de que la presencia de otros centros en la 
molécula puede producir solapamientos aûn cuando los centros a y 
Y no estén en contacte. Este es precisamente el significado fîsi­
co de la aproximaciôn L o ( l , 2 )  = 0 por lo que la condiciôn (3.12) 
supone una aproximaciôn todavîa mâs drâstica para nuestro sistema 
que su équivalente en fluîdos simples, El razonamiento expuesto - 
sugiere ademâs que los errores en las funciones de correlaciôn asî 
obtenidas serân mâs importantes en las proximidades de la zona de 
contacte y que aumentarân con la anisotropîa molecular.
La condiciôn requerida en la regiôn r 4 d^^ es una 
simple extensiôn de la de Percus-Yevick
(>•') s - 1  *i v-i (3.13)
con lo oue se garantiza la impenetrabilidad de los centros de in­
teracciôn de acuerdo con la definiciôn del sistema HISM.
La expresiôn (3.10) junto con las relaciones de cie 
rre (3.12) y (3.13) forman en conjunto las llamadas " ecuaciones 
RISM " . La dificultad de resoluciôn de esta ecuaciôn integral lle^ 
vô a sus autores a proponer una formulaciôn alternative que , basa
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da en método variacional , permitiera obtener ir.âs fâcilmente la 
soluciôn del problema. En particular , la funcional
+ <vx w(k)c(k)] j
satisface la relaciôn de derivada f u n c i o n a l ^
(3.14)
I rish ”] ,
= r (3.15)
donde Tr (A) y det (A) representan respectivamente la traza y el 
déterminante de una matriz A. De esta forma , puede escribirse la 
condiciôn (3.13) en forma alternativa
RU H = 0 SI r (3.16)
El conjunto de ecuaciones RISM lo componen , en esta formulaciôn , 
la relaciôn OZ (3.10) junto con las relaciones de cierre (3.12) 
y (3.16) con dado por la expresiôn (3.14).
3.2.2 Desarrollo del método variacional para un sistema HISM dia- 
tômico homonuclear.
Antes de entrar en el formalisme del método es nece 
sario aclarar las razones del camino que seguiremos , aparentemen 
te tan enrevesado. La ecuaciôn OZ relaciona las t r a n s f o r m a d a a
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h fkl con o (k) por ser la ûnica forma sencilla de sumar la - 
ay oy
serie (3.6). Es évidente que si obtuviéramos o (k) a partir de
' e«p ( - i î? )  «t? (3, , 7)
podrîamos sustituir este resultado en la ecuaciôn OZ con lo que se 
puede conocer (k) que por transformada inversa darîa
(T') = ( t o f  I « f (•;■??) «4Î
que por su sencilla relaciônpermite calcular g^^(r)
1 * ,  l-') = (-r) + 1  (3.19)
Sin embargo , sôlo conocemos explîcitamente (r) en la regiôn
r > d en que vale cero. Para r < d tenemos ûnicamente h (r) _ay . es
necesario entonces disponer algûn procedimiento por el que se pue - 
da calcular de forma sencilla (r) en esta regiôn a partir del
valor de (r). Esto es lo que hace el principle variacional .
Para facilitar el uso de , Lowden y Chandler propusieron -
representar (r) en forma polinômica
' . , ( 3-) = I  « j (5 7 , -  .i (3.20)
con lo que la derivada funcional (3.16) se transforma en un con­
junto de n ecuaciones en derivadas parciales ordinarias
3 1 0 ;  j * 4, . . vu (3.21)
d d j
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Para n , los autores encontraron un valor ôptimo d e n = 4w Ademâs ,
introdujeron una expresiôn équivalente de la funcional
que mejora las posibilidades de convergencia en la integraciôn nu
mêrica. Su expresiôn es
i i  * f - M f ]  '  ^5.22)
||T,[(.A(W)a(i.)4 4/îVk)]+ k
La molécula HISM que , en particular , trataremos - 
en este capîtulo es una molécula tipo Xg , esto es , formada por 
dos esferas idénticas de diâmetro d (suprimimos los subîndices - 
que indicaban los âtoiros que interaccionan por no ser necesarios) 
y cuyos centros estân separados por una distancia l .  Las cuatro - 
posibles interacciones entré centros de distintas moléculas son - 
todas ellas de idéntica naturaleza y sôlo existirâ un tipo de in­
teracciôn : la de centros de tipo X con otros centros también de 
tipo X.. Por esta razôn sôlo habrâ una funciôn de correlaciôn par 
diferente , que llamaremos g , directa , c , y total , h .JL3L JCJv XX
Todos los elementos de las matrices c y h serân iguales
* i t .  ) (3.23)
No sucede lo mismo con la matriz de estructura interna. De acuerdo 
con la definiciôn (3.11) es évidente que los elementos de la dia­
gonal principal son la unidad. Calculemos entonces el valor de los
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otros dos elementos de la matriz que son iguales entre sî . Para 
ello situemos el vector k en la direcciôn del eje de coordenadas
-41 -*2
OZ con lo que el vector definido por Zj - z^  (hemos numerado co 
mo 1 y 2 los doscentros de una molécula) queda formando un ângulo
0 con el eje. El producto escalar k .(z[ - = k .|z| - Z,' | eos G 
y la relaciôn (3.11) puede escribirse como
4 e  (3.24)
Si la molécula es rîgida , como en nuestro caso ,
1 -41 -*.2
I Zi - Zi I es una constante que hemos llamado Z y puede hacerse el
siguiente cambiô de variable
^  (8) = k ( en 9 (3.25)
Los valores para los limites de integraciôn son
(3.26)
Sustituyendo este resultado tras integrar sobre «j; y * obtenemos
y la parte imaginaria se anula por lo que el resultado final es
S«k
= n r r " " "
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Llamando u a este ûnico elemento de la matriz de estructura inter 
na diferente de la unidad , u es
w  —
Conocidas las matrices que intervienen en la ecuaciôn OZ vamos a 
desarrollarla para nuestro modelo molecular. Para ello , basta - 
con operar matricialmente segûn las indicaciones de la expresiôn 
(3.10) . Para simplificar la escritura iremos introduciendo nue- 
vas matrices , resultados parciales del desarrollo. Asî
Sabiendo que la matriz inversa de una dada es la transpuesta de 
la matriz adjunta de la primera dividida por su déterminante po­
demos escribir
A  = p  - f (3.29)
y por tanto
Sustituyendo estos resultados en el valor de h dado por la ecua-
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ciôn (3.10) obtenemos la expresiôn particularizada de la ecuaciôn 
O Z . Como es natural todos los elementos de la matriz son iguales
i :  M ;
\ kyx ‘Vxji /
Asignando a las matrices auxiliares sus valores obtenemos que la 
relaciôn entre las transformadas de Fourier de las funciones de 
correlaciôn directa y total puede expresarse como
{ { k )  - .  (3.30)
que es la forma que tom.a la ecuaciôn de Ornstein y Zernike de un 
sistema formado por dos esferas fundidas de igual diâmetro.
De forma anâloga puede particularizarse la funcio­
nal cuyo resultado final es
!«»» = «f t A ?  - [G")' p] « (3.31)
« j|t [>c„{lt) (14k)) + +  tv>




El câlculo de la transformada de Fourier de la fun­
ciôn de correlaciôn directa dada por (3.17) se lleva a cabo por in 
tegraciôn de la expresiôn polinômica (3.20). Para ello , haciendo 
coincidir la direcciôn del vector de ondas con el eje Z formando 




El limite superior de la primera integral viene determinado por - 
el hecho de que = 0 para distancias mayores que d . Haciendo
el cambio p / d  = x , e integrando sobre *
I <Xp(-»-kxcL<n 8) x'stn.® dB&x (3.34)
o J»
con lo que el resultado tras integrar sobre 8 es
s ff n Lj.
(3.35)
Hemos visto al comienzo de este apartado cômo la re 
soluciôn de las ecuaciones RISH por el principle variacional con­
siste en obtener la soluciôn del sistema de ecuaciones résultante 
de igualar a cero las derivadas de la funcional respecto a -
los coeficientes del polinomio que expresa la funciôn de correla­
ciôn directa. Calculemos estas derivadas
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con lo que haciendo el mismo cambio de variable que anteriormente 
, esto es , r / d  = x la integraciôn conduce a
Tj = i JL* (Cj + Ï ai Bij) (3 «0)
siendo f ~)
(i^ J-0(i+j)(i+j + lj (3.41)
= [ t o w ]
Llamemos X: a la integral del segundo sumando de (3.37). Derivando 
el resultado obtenido para c^^(k) respecto a los coeficientes aj
X. (I) = (3.43)
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y reagrupando têrminos tras sustituir el valor de A
Xj s -n (IV wV Ç/ft) Ij ^
Los resultados conducen asî al valor particularizado de la dériva 
da de la funcional respecto a los coeficientes
• A ’* J {t  ^ '
con lo que las ecuaciones RISM se transforman en el siguiente si^ 
tema de n ecuaciones no lineales
Fj = 4 T\* A  V I Bij] - J  [ï - (dVwÿA y  V t  yV) (3.45)
Las expresiones para , Lj , A y w estân dadas -
respectivamente por (3.42) , (3.41) , (3.35) , (3.36) , (3.29) y 
(3.28).
3.2.3 Resultados numëricos
Para la resolucidn numérica del sistema de ecuaciones que 
permite obtener los coeficientes de la funciôn de correlaciôn direc 
ta se ha utilizado el método de NeWton-Raphson. En esencia , cons 
te en désarroilar cada funciôn F- en serie de Taylor en torno a un 
conjunto de soluciones iniciales , ... , } y re-
tener sôlo el primer têrmino. Las funciones résultantes se igualan 
a cero con lo que las ecuaciones (3.45) se transforman en
6.7





la obtenciôn de unas soluciones mas aproximadas se reduce a la re 
soluciôn de la ecuaciôn matricial
A « A  ï  F
(3.49)
donde A esta formada por los y la matriz A tiene por elementos 




El proceso se repite de forma itérâtiva hasta conducir a valores 
tan prôximos como se desee de la soluciôn exacta. Necesitamos en- 
tonces conocerla expresiôn que toman los A^j. Derivando respecto 
a los coeficientes obtenemos





Como puede observarse A.j ” ^ji (3.54)
lo cual reduce notablemente el nûmero de elementos de la matriz 
que necesitamos calcular. El valor de las intégrales Lj definidas 
en el apartado anterior puede realizarse de forma analîtica (ver 
apêndice A ) .
Memos indicado ya que bastan 4 coeficientes para 
describir el comportamiento de (r). Como soluciones iniciales
se ban utilizado los valores
tt* S - 1
(3.55)
El método converge bastante bien pues bastan 6 6 7 iteraciones pa 
ra obtener la soluciôn final aûn en los casos extremos. El proce- 
dimiento se optimiza ademâs si se utilizan las soluciones a una - 
densidad dada como soluciones iniciales para otra densidad algo - 
superior. Esto es lo que sucede cuando se calculan las propiedades 
termodinamicas a lo largo de una isoterma pues como el diametro - 
de nuestra teorîa depende de la temperatura , fijada esta , la û- 
nica dependencia de la funciôn de correlaciôn , y por tanto de los 
coeficientes , es con la densidad,
El criterio utilizado para cortar el método itera- 
tivo consiste en suponer que los coeficientes estân obtenidos con 
suficiente precisiôn si la desviaciôn entre los resultados de dos
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iteraciones sucesivas es inferior al 0,5 % del valor de cada coe- 
fioente. Dada la râpida convergencia del método en las proximida- 
des de la soluciôn exacta y la diferente velocidad de convergencia 
de cada Oj esta condiciôn supone de hecho un error inferior a una 
milésima en O j que es el coeficiente que mas influye en -
Por otra parte las intégrales que aparecen en Pj y 
Ajj se resuelven numérlcamente lo que plantea el problema de opti- 
mizar el intervalo de integraciôn Ak asî como el rango mâximo de 
integraciôn - k^^^ - ya que estân extendidas hasta k = » , valor 
para el que el integrando tiende asintôticamente a cero. En las - 
tablas 3.1 y 3.2 se presentan los valores obtenidos para los coe­
ficientes en diferentes condiciones de Ak y k^^^. Aûn a falta de 
conocer exactamente cômo pueden repercutir los errores de los coe 
ficientes en las funciones de correlaciôn y en las propiedades ter 
modinâmicas del sistema , puede afirmarse sin embargo que un valor 
de k^g^=30 y Ak=1/16 A  ^ son ya suficientes.
Calcuiados los coeficientes podemos conocer la fun 
ciôn de correlaciôn directa âtomo-âtomo sin mâs que sustituir en 
su expresiôn (3.20). Sin embargo , présenta discontinuida-
des en las primeras derivadas en los puntos r=1 y r=d-l mientras 
la expresiôn polinômica propuesta no las tiene en cuenta. Las di- 
ferencias entre ambos resultados no parecen afectar a las funcio­
nes de correlaciôn total - ver notas 18 y 20 del segundo articulo 
de la referenda 33 - por lo que seguiremos utilizando la expre-
TABLA 3.1
VARIACION DE LOS COEFICIENTES CON DIFERENTES 
RANCOS DE INTEGRACION *
l'max/A-' *1 ®2 *3 =4
10.0 -2.647 1.873 -12.259 - .034
15.0 -2.661 1.788 -12.540 - .223
20.0 -2.659 1 .804 -12.489 - .186
30.0 -2.657 1.818 -12.442 - .151
50.0 -2.657 1.817 -12.445 - .154
70.0 -2.657 1.817 -12.444 - .153
100.0 -2.657 1.818 -12.442 - .151
*
Para Ak = 0,1 A'1 , pd^ = 0,7 y l/d = 0,3
TABLA 3.2
VARIACION DE LOS COEFICIENTES EN FUNCION DEL 
INTERVALO DE INTEGRACION **
Ak/A'^ ®1 *2 ®3 *4
1/2 -2.924 2.716 -14.080 -2.508
1/4 -2.684 1.650 -.10.588 +0.658
1/8 -2.654 1.774 -12.482 -1.187
1/10 -2.657 1.818 -12.442 -1.151
1/12 -2.658 1.828 -12.402 -1.115
1/16 -2.658 1.825 -12.398 -1.110
1/32 -2.658 1.826 -12.394 -1.107
Misjnas condiciones que tabla anterior, con
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si6n mencionada. En la figura 3.1 s.e comparan los resultados de - 
nuestro programa para c^^(r) con los obtenidos por Lowden y Chand 
ler^s teniendo en cuenta las singularidades de esta funciôn.
Dado que para calcular A^^(r) es necesario obtener 
las transformadas (k) a partir de a (kl y éstas son el resul-
XX  ^  XX  '
tado de integrar , es évidente que lo que interesarâ com-
probar es si el ârea bajo la curva es el mismo en los dos casos 
de la figura 3.1. Este requisito se cumple de forma satisfactoria 
con lo que podemos afirmar dos hechos : Que las singularidades en 
c (r) no afectarân sensiblemente al câlculo de g (r) y , por o-XX XX   ^ '  r
tra parte , que nuestro programa predice resultados acordes con - 
los de estos autores.
La expresiôn (3.35) da directamente el valor de la 
transformada de Fourier e (k) en funciôn de los coeficientes. El
XX
câlculo de A^^(k) se hace mediante la ecuaciôn OZ (3.30) con lo - 
que para calcular g^^[r) el principal obstâculo es calcular la - 
transformada inversa (3.18) por sustituciôn del valor de la expo- 
nencial imaginaria e integraciôn , como en anteriores ocasiones , 
sobre los ângulos polares. De esta forma el problema a resolver - 
para obtener se reduce fundamentalmente a integrar numéri-
camente la expresiôn
a , f*
^ i 4 (3.56)


















plejos por la naturaleza oscilante del integrando en el que apare 
ce como factor la funciôn een(kr) que tiene un mâximo y un mini mo 
cada (2»/r) unidades de k. Para valores de r del orden del diame­
tro de nuestra teoria de perturbaciôn (d~3 A) supone que el inte­
grando tiene al menos un extreme por cada unidad de k. Como conse 
cuencia , el valor del integrando tiende a cero muy lentamente,La 
integraciôn numérica da as! resultados para muy sensibles
al valor de k utilizado y sôlo cuando k es del orden de 150
illclX jTlclX
A  ^ parece haberse logrado un resultado fiable. La figura 3.2 re­
présenta en circules negros los valores de para r = d + 1
, pd^ = 0,5 y l/d = 0,3 al variar el rango de integraciôn utili­
zando la régla de Simpson como método de integraciôn. La lînea de 
trazos représenta el resultado cuando k^^^ = 150 A para el que la 
convergencia es satisfactoria.
El problema expuesto es el mismo que se planteô al 
intentar invertir la transformada de Fourier en las medidas expé­
rimentales por difracciôn de los factores de estructura molecula- 
res. Para minimizar el error de truncamiento en este tipo de inte 
graciones , Clarke**® ha propuesto un algoritmo consistente en mu% 
tiplicar el integrando por una funciôn que deja inalterado el va­
lor de integral. La determinaciôn de la funciôn apropiada , cono- 
cida con el nombre de "window function" se ha hecho siguiendo las 
observaciones de Lorch**®. De esta manera podemos integrar la ex­

















Suponiendo constante entre los limites sefialados






Es decir que si llamamos f^(k) a la funciôn "window" definida por
t , J \  S«A.
'  “ T w T ~  (3.60)
hemos demostrado que se cumple la siguiente relacion
fw ( ' î )  kaehkr j k =  (4n^) j L x ( ^ ^ ' * ' ' ^ ^ ^ ^ ( 3 . 6 1 )
Para un valor de 6/2 = n/k' la funciôn f^ se anula periôdicamente 
para los valores de k = nk' , siendo n un nûmero entero , por lo 
que el efecto de f^(k) es de modular el integrando original. De - 
esta forma , si elegimos
S/t = (3.62)
disminuye notablemente el error de truncamiento al despreciar las 
contribuciones para valores superiores a k^^^. De hecho , en la - 
figura 3.2 puede observarse como las fluctuaciones en el resulta­
do para g^^(r) - llnea continua - desaparecen , con lo que al au-
mentar k los resultados se aproximan asintôticamente a la solu max —
ciôn del problema. Puede comprobarse asimismo que a pesar de todo
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esta integraciôn exige altos valores de , del orden de 60 A ^
, aunque como ya sehalamos anteriormente lo que debe estudiarse es 
el efecto que produce este error de gr^^(r) en las propiedades ter 
modinâmicas del sistema real.
En cuanto al intervalo de integraciôn la tabla 3.3
muestra los resultados al utilizar dos métodos de integraciôn dife
rentes: el de Simpson y el de Pilon**^. La densidad molecular es
pd^ = 0.7 y la distancia entre centres 1 = l/d = 0.3. Las diferen
cias no son , evidentemente , significativas. Sin embargo , dado-
que el tiempo de computaciôn es proporcional al nûmero de puntos
de integraciôn = k^^^/Ak , la mejorîa de la precisiôn en base
a un aumento de k es enormemente costosa (de k = 50 a k^max max max
70 sôlo se modifica el resultado de g (r) en 0.005 unidades mien-
® XX '
tras el tiempo de computaciôn aumenta casi un 40 % ) al tiempo que 
es relativamente fâcil mejorar la precisiôn disminuyendo el inter­
valo de integraciôn Cel câlculo de la integral utilizando 7 puntos 
por unidad de k difiere 0.01 unidades del obtenido utilizando 9 - 
puntos y sin embargo el tiempo de computaciôn aumenta en menos de 
un 30 % ). Por esta razôn la pequefiîsima diferencia favorable al - 
método de Filon permite obtener resultados de la misma calidad que 
el de Simpson que opere con un nûmero de puntos superior en un 8%. 
Asî pues fijaremos provisionalmente como intervalo de integraciôn 
el valor Ak = 0.125 A ^.
El programa en FORTRAN-IV puesto a punto por noso-
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tros proporciona resultados idénticos a los dados por Lowden y - 
Chandler^^ dentro del error con que se pueden tomar los datos de 
las graficas del trabajo mencionado ( ~ 0.015 unidades en g ) . 
La imprecisiôn de la teorîa RISM al predecir la funciôn de corre­
laciôn par âtomo-âtomo puede llegar hasta el 10 % en la zona de - 
contacte de dos moléculas** ^  .
TABLA 3.3








Para el punto r=d+l , con 100 A - 1
pd^=0.7 y l/d=0.3 .Se utiliza la funciôn window
En la figura 3.3 représentâmes los valores calcuiados con nuestro 
programa y los obtenidos por Streett y Tildesley**^ utilizando téc 
nicas de Monte Carlo para un sistema cuya densidad es pd|^=0.78 - 
con dgq=d Q + 3 1 / 2 d - ( l / d ) r e p r e s e n t a n d o  el diâmetro de la es­










las discrepancias entrambos resultados en el câlculo de las propie 
dades termodinâmlcas es menor de lo que puede aparentar inicialmen 
te por dos razones.
En primer lugar , la teoria de perturbaciones calcu 
la las contribuciones atractivas a partir de la distancia a la que 
el potencial se anula ( r = ) . El valor de d depende de la in
tegral sobre el factor de Boltzmann y vale aproximadamente 
/1.1 a temperaturas prôximas al punto triple aumentando el denomi- 
nador cuando lo hace la temperatura . Por tanto , la parte menos £ 
xacta de la funciôn de correlaciôn RISM no se utiliza en la pertur 
baciôn sino que interviene a través de la energîa Helmholtz del - 
sistema de referencia. El error de la teoria fuera de la zona de - 
contacte es sensiblemente inferior siendo mâs importante en torno 
a la singularidad de en r=d+l donde es del orden del 6 % . De­
be sefialarse asimismo que en un trabajo publicado recientemente por 
T i l d e s l e y s e  sugiere que el valor obtenido por simulaciôn para 
la funciôn de correlaciôn par en el punto de contacte esté afecta 
do de un pequefio error por lo que puede suceder que las diferen- 
cias con la teorîa RISM sean menos importantes que las apreciadas 
en la figura.
Por otra parte debe considerarse que la teoria RISM 
predice de forma bastante correcta el hâbito global de la curva - 
por lo que las discrepancias en son unas veces por exceso
y otras por defecto de forma que el ârea bajo la curva es aproxim£
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damente la misma que en simulaciôn.
3.3 ECUACION DE ESTADO DEL SISTEMA HISM
Hemos comentado ya anteriormente las razones por las 
que las teorîas de perturbaciones desarrollan una expresiôn para 
la energîa Helmholtz en lugar de hacerlo para otras propiedades - 
termodinamicas. Sin embargo , es évidente que no es esta magnitud 
la que mâs interesa desde el punto de vista experimental sino que 
con frecuencia son las propiedades relacionadas con la ecuaciôn - 
de estado - presiôn , factor de compresibilidad , magnitudes crî- 
ticas , curva de coexistencia lîquido-vapor - las mejor conocidas 
y las mâs aptas para su comparaciôn con resultados teôricos. Como
ademâs la Energîa Helmholtz se puede obtener por integraciôn de -
la presiôn y a partir de ella el resto de propiedades termodinâm_i 
cas , pueden comprenderse las razones por las que muy a menudo las 
teorîas aplicables a modelos abstractos dan expresiones para la -
presiôn y no para la energîa libre.
Desarrollado en la secciôn anterior el método de câl^ 
culo de las funciones de correlaciôn del modelo HISM es posible a 
bordar a partir de ellas el estudio de la ecuaciôn de estado de - 
nuestro sistema de referencia. Sin embargo debe tenerse en cuenta 
que las ecuaciones RISM son tan sôlo una aproximaciôn al modelo - 
por lo que cualquier magnitud macroscôpica obtenida por este méto-
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do puede tener importantes errores e incluso , como veremos mâs a 
delante , puede tomar diferentes valores segûn el camino que se - 
siga para su câlculo.
Derivando la funciôn de particiôn canônica respecto
a d se obtiene la variaciôn de la energîa de Helmholtz respecto -
al diâmetro de las molêculas. Integrando posteriormente el logari^
mo de la funciôn de particiôn se llega a la siguiente expresiôn
.JL
P ( A A c)/ N  = (3.63)
que suministra la energîa libre del sistema de referencia menos - 
la del gas ideal ( AAo = ^ “'^ideal  ^ funciôn del valor del va­
lor de la funciôn de correlaciôn par en el punto de contacte (en
realidad el limite por la derecha representado por r =d'+) integra 
do entre 0 y el diâmetro de la "dumbell". La dependencia explici­
ta de con d' y p se escribe para clarificar que para cada pun 
to del integrando tenemos la funciôn de correlaciôn de molêculas
de diâmetro d' - la variable de integraciôn - y que la densidad -
molecular no se modifica en la integraciôn. La presiôn obtenida a 
partir de esta ecuaciôn recibe el nombre de ecuaciôn de estado del 
teorema del virial o , mâs simplenente , presiôn del virial (TV).
La otra forma de calcular la presiôn es la proporcio 
nada por el teorema de la compresibilidad (TC) que habitualmente 
se deduce para la funciôn de correlaciôn molecular. Sin embargo , 
puede obtenerse en termines de las funciones de correlaciôn âtomo-
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âtomo con el siguiente resultado
f ^ = 1 - ( > K A ^ )  (3.64)
Teniendo en cuenta la expresiôn de A^^(k) dada por la ecuaciôn OZ 
particularizada a nuestro sistema
p P / P - 1 -  ^p f (*) (3.65)
que por integraciôn conduce a la ecuaciôn de estado
rf
Pf/ f =  ^ - y  f (3.66)
Calculando el valor de c^^(O) a partir de (3.35)
( o )  z  4 n Dj
siendo
r  W  f
k-*o J kxd.
(3.67)
que se puede integrar por partes^^ tras sustituir el valor del l î
mite J+l
.  t (-!)■
‘ *  } ( j ^ O  ( j " )
A pesar de que tanto la ecuaciôn (3.64) como la (3. 
63) son exactas , su utilizaciôn con los resultados dados por las 
ecuaciones RISM no son idénticos puesto que las aproximaciones in 
fluyen de distinta manera en cada expresiôn. Precisamente esta di_ 
ferencia es un medida del error de la teorîa RISM. Asî por ejem- 
plo , el hecho de que las diferencias relativas aumenten con la e 
longaciôn de la molécula siendo aproximadamente la desviaciôn de 
los resultados doble de la de un sistema équivalente de esteras -
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duras que utilize la ecuaciôn de Perçus-Yevick^^ indica claramente 
que los resultados son mâs pobres todavîa que los de la mencionada 
aproximaciôn en sistemas simples.
Hablando del comportamiento general de ambas ecua­
ciones puede afirmarse que la presiôn del virial TV proporciona - 
resultados superiores a los de simulaciôn mientras que la presiôn 
TC es inferior a la de los resultados "pseudoexperimentales" (ta­
bla 3.4). Ademâs queremos llamar la atenciôn aquî sobre un aspec- 
to en que la presiôn de la compresibilidad TC discrepa incluso - 
cualitativamente de los resultados de simulaciôn. Asî , la varia­
ciôn de la presiôn con la distancia X-X es positiva supuesto que 
el volumen no varîa segfi estudios de Monte Carlo mientras en unos 
casos es positive y en otros negative de acuerdo con la ecuaciôn 
TC.
En la figura 3.4 hemos representado esta variaciôn 
para un sistema cuya densidad reducida es pd^^ = 0.78 , siendo - 
dgq el diâmetro de la estera de volumen équivalente al de nuestro 
modelo. Los valores de Monte Carlo ( MC ) han sido tomados de 
Streett y Tildesley** ^ , y de una extrapolaciôn de los de Freasier 
y col.****. Nezbeda DB y Boublik HCB representan los resultados de 
dos ecuaciones que describiremos mâs adelante mientras la lînea - 
de trazos expresa el valor que tomarîa el factor de compresibili­
dad de la esfera de diâmetro d de acuerdo con la ecuaciôn de -eq
Carnahan-Star1ing (CS)  ^^ . Nôtese el aumento de la presiôn de una 
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tables errores dados por las ecuaciones TC y TV pueden explicarse 
fâcilmente ya que los resultados dependen respectivamente del va­
lor de g'^^(r=d+) y de que segûn puede observarse en las f
guras 3.1 y 3.3 son los puntos de mayor error en todo el interva­
lo en que se calculan las respectivas funciones correlaciôn.
Las aproximaciones introducidas por la teorîa RISM 
y la poca calidad de sus resultados para la presiôn obligan a pen 
sar en otros procedimientos teôricos , fundamentalmente tratamien 
tos de perturbaciones respecto a un sistema de referencia esférico 
o basados en la teorîa de la partîcula "scaled". Por el primer pro 
cedimiento , Perram y Kohler**^ calcularon el factor de compresibi­
lidad mediante una teoria de perturbaciones del tipo Barker-Hender 
son aplicable a potenciales dependientes de la orientaciôn molecu­
lar. Utilizaron un diâmetro de esferas duras efectivo resultado de 
promediar el factor de Boltzmann sobre todas las orientaciones mo- 
leculares que représentâmes en la siguiente ecuaciôn como < >
A r  < - «Xf ) (3.69)
Con este valor de d _ se calcula la presiôn por la ecuaciôn de - e a f  ^ ^
Carnahan-Starling. Steele y Sandler^^ aplicaron una extensiôn de - 
la teoria WCA tomando tambiên como sistema de referencia el de es­
feras duras. Los resultados de ambas teorîas aparecen en la tabla
3.4 contrastados con los de otros métodos. Es évidente la ganancia 
en precisiôn respecto a los que utilizan las ecuaciones RISM. In­
cluso , en téminos absolûtes cabe hablar de la teorîa de Perram y
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Kohler como altamente satisfactoria,
El principal problema de la utilizaciôn de teorîas 
de perturbaciôn para la obtenciôn de propiedades del sistema HISM 
es que la obtenciôn del diâmetro de esferas duras es costosa en - 
tiempo de computaciôn. Por esta razôn se intentô encontrar expre­
siones analîticas capaces de reproducir los resultados de simula­
ciôn. Asî , Nezbeda^® aplicô las ideas de la partîcula "scaled" a 
este sistema. para ello es necesario aproximar el valor del volu­
men excluîdo por lo que la expresiôn résultante es muy précisa - 
hasta densidades moderadamente altas pero cuando la densidad es - 
muy alta los errores son importantes. La relaciôn propuesta por - 
Nezbeda para"dumbells" es , para la fraccion de empaquetamiento y=2.pdgq
Poco despuês , Boublik y Nezbeda ^^ propusieron utilizar una ecua
ciôn una ecuaciôn que el primero habîa deducido para cuerpos duros
convexos ( Hard Convex Bodies ). La expresiôn de Boublik HCB toma
la forma , v * » *
14- 4 (a*-)"* + y
= j T T p l  - -
siendo a = R S / 2 V  y  V ,  S y  R son las funcionles geométricas del cuer 























de esferocilindros duros - que pueden describirse mediante la ecua 
ciôn (3.71) - puede aplicarse la expresiôn anterior con las funcio 
nales geométricas de la "dumbell" excepto para R - 1/4w por el ra­
dio de curvatura media -para el que toman el valor correspondiente 
al esferocilindro. Sus expresiones son
S = n ( 4 + 4*)
V = J1 ( 1 ♦ l 'V O  (3.72)
R. s
De esta forma la ecuaciôn de Boublik aplicada al sistema HISM es - 
la relaciôn (3.71) con a dado por
( C t O  (<"+*)
cH s
En la tabla 3.4 se presentan los resultados de di£ 
tintas teorîas comentadas donde puede apreciarse la superior cali­
dad de los resultados de la ecuaciôn de Boublik HCB y de la teoria 
de Perram y Kohler que aparece en la colmuna BH. Algo menos satis- 
factorios son los de la ecuaciôn de Nezbeda DB pero su coherencia 
teôrica es superior a la de Boublik por lo que hemos utilzado ambas 
en nuestro trabajo al estudiar las propiedades del nitrôgeno. Sin 
embargo , veremos cômo los pequehos errores en el factor de compre 
sibilidad del sistema de referencia repercuten enormemente en el re 
sultado final por lo que la ecuaciôn de Nezbeda DB no es recomenda 
ble.
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Muy recientemente^^ , Tildesley y Streett han presen- 
tado nuevos y mâs fiables resultados de Monte Carlo para el sist£ 
ma que nos ocupa. Siguiendo la forma general de la expresiôn de - 
Boublik han desarrollado una nueva ecuaciôn que ajusta simultânea 
mente los factores de compresibilidad y los segundos coeficientes 
del virial de las molêculas HISM con distintas elongaciones. El - 
resultado final es
Pj,j, 1 + (1+Ul*+Vl*3)y+(1+Wl*+XZ*3)y’ - (1+YÎ* + ZZ* 3) y 3 ^3 7^)
pkT ( 1 - y ) 3
con
U = 0.37836
V = 1.07860 
W = 1.30376 
X = 1.80010
Y = 2.39803 
Z = 0.35700
En la tabla 3.4 hemos incluîdo tambiên los resultados con esta e- 
cuaciôn. Como puede apreciarse , la ecuaciôn de Boublik confirma 
su extraordinaria exactitud ya que sus resultados caen dentro del 
error de los datos de simulaciôn (1.1 % mâximo para el ajuste de 
los datos de Tildesley y Streett). Este hecho garantiza la validez 
de nuestros câlculos efectuados con la ecuaciôn de Boublik hacien­
do innecesaria una revisiôn de los mismos.
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CAPITULO IV
PROPIEDADES TERMODINAMICAS DEL NITROGENO
4.1 mRODUCCION
Memos aplicado en primer lugar nuestra teorla al es- 
tudio de las propiedades termodinâmicas del nitrôgeno. Las razones 
de la eleccidn de este sistema se derivan de que se trata de una - 
molécula apolar con interacciones multipolares de relativamente e£ 
casa importancia y de pequefia anisotropîa molecular. Los résulta- 
dos obtenidos con la teorla serSn comparados con los proporciona- 
dos por la teorîa de Barker y Henderson de fluîdos monoatômicos lo 
que nos permite obtener informaciôn acerca de dos puntos : a) Con- 
sistencia y fiabilidad del desarrollo tedrico y del mêtodo de câl- 
culo utilizado ; y b) Influencia de la anisotropîa molecular en - 
las propiedades termodinâmicas.
El hecho de que las contribuciones del término de pe£
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turbaciôn se obtengan a partir de unos coeficientes que determinan 
las funciones de correlaciôn âtomo-Stomo , permite que puedan calcu 
se también de forma analîtica las derivadas de los coeficientes y - 
por ende de las funciones de correlaciôn respecte a la densidad con 
lo que en definitiva puede obtenerse la presiôn por derivaciôn ana­
lîtica de la energîa Helmholtz. De esta forma , nuestro programa e^ 
crito en FORTRAN-IV calcula simultâneam.ente ambas magnitudes. El e^ 
tudio de estas dos propiedades junto con las relacionadas con la e - 
cuaciôn de estado - factor de compresibilidad , curva de coexisten- 
cia lîquido-vapor , magnitudes crîticas - se desarrolla en la sec- 
ciôn 4.2 comparando los resultados obtenidos con datos expérimenta­
les**® , de dinâmica molecular * ®^ y de teorîas de fluîdos simples^^ 
y moleculares^ 5,37,47 _
A continuaciôn , la secciôn 4.3 esta dedicada a la 
entropîa cuyo conocimiento permite calcular la energîa interna del 
sistema de la que nos ocuparemos en la secciôn 4.4 . En ambos ca- 
sos los resultados teôricos se contrastarân con datos expérimenta­
les y con los valores suministrados por otras teorîas ya senaladas.
4.2 ECUACION DE ESTADO
De todas las variables que aparecen en nuestra ex - 
presiôn (2.57) de la energîa Hemholtz ûnicamente Ao es desconocida. 
Para obtener resultados de la energîa Helmholtz del sistema de refe 
rencia A» es necesario integrar la expresiôn de la presiôn cuando -
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se conoce ésta analîticamente o por el procedimiento teôrico co- 
rrespondiente cuando la ecuaciôn de estado se haya calculado teô- 
ricamente y no exista una ecuaciôn sencilla que relacione presiôn 
, temperatura y densidad. Hemos seAalado ya las ventajas de uti- 
lizaciôn de ecuaciones semiempîricas para la ecuaciôn de estado a 
las que debe ahadirse el hecho de poder obtener A„ mediante una - 
integraciôn que puede realizarse analîticamente. Para ello parti- 
mos de la relaciôn termodinâmica' - - %. - * (m...
que se transforma fâcilmente en
H
Dividiendo por kT e integrando
—  <lA s  -ï- J-f 
 P*
(4.2)
expresiôn que permite calcular la ecuaciôn correspondiente a la e 
nergia libre de un sistema del que se conoce su factor de compre­
sibilidad z . Para eliminar la constante de integraciôn C exigimos 
consistencia termodinâmica a la ecuaciôn résultante , esto es , o 
bligamos a que en el limite de bajas densidades el sistema se corn 
porte como ideal. Por tanto
- tiw (4.4)
Aplicando las dos ecuaciones anteriores a Ao
(4.5)
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El valor de es el correspondiente al modelo HISM de refe-
rencia , esto es , el de un sistema de moleculas diatômicas no - 
interaccionantes en que las contribuciones de los grados de liber 
tad vibracionales no se incluyen ya que aparecen en la integral - 
de configuraciôn de acuerdo con la definiciôn dada del modelo mo­
lecular. La relaciôn correspondiente es**®
^  (4.6)
siendo h la constante de Planck , I  el momento de inercia y m la 
masa de la molécula. Muchas veces , no obstante , no es necesario 
calcular ya que a menudo las teorîas de sistemas reales se
comparan precisamente con la separaciôn de las magnitudes expéri­
mentales del comportamiento ideal. De hecho , en nuestro caso sô- 
lo sera necesaria al calcular la curva de coexistencia lîquido-va 
por. Las expresiones que utilizaremos para serân el re-
sultado de integrar las ecuaciones de estado de Nezbeda®® y de - 
Boublik®® cuya soluciôn , desarrollada en el apéndice B , conduce 
a los siguientes resultados
Nezbeda _ _ L  «rij) + (4.7)
..... G . . ....
donde los sîmbolos utilizados son los mismos que los dados en la - 
ûltima secciôn del capîtulo III.
Con estas expresiones , para la obtenciôn de A-A^^
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resta ûnicamente calcular numêricamente la integral
= f (4.9)
con lo que puede escribirse , para el caso de moléculas forma- 
das por dos centros idénticos
A - = (Ao-Auu) ♦ (4.10)
La optimizaciôn de las condiciones de câlculo de A hemos preferido 
llevarla a cabo no con la expresiôn sino con el resultado final 
para el factor de compresibilidad por la mayor importancia intrîn- 
seca de esta magnitud y porque-oste procedimiento asegura buenos - 
resultados no sôlo para y por tanto para A , sino para su deri- 
vada respecto a la densidad , pues , como veremos a continuaciôn - 
depende de ambas. Por esto , antes de entrar a dar resultados defi^ 
nitivos de la energîa de Helmholtz desarrollaremos las expresiones 
que conducen a la presiôn o , mas bien , al factor de compresibili_ 
dad. A partir de la relaciôn (4.1) entre la presiôn y la energîa - 
libre y de la expresiôn de esta (4.10) se llega h
(4.11)
Hemos eliminado ya que interesan valores absolutos y no re-
lativos del factor de compresibilidad. En esta expresiôn no conoce 
mos ai^/ap que , por las razones dadas al comienzo del capîtulo , 
calcularemos de forma analîtica por derivaciôn de los coeficientes 




y recordando el resultado para dado por (3.19)
2 ^  : (».)- J a„<v) r j’Jt itj A.
Ahora bien , de acuerdo con las expresiones del capîtulo anterior
^  (4.M)
(4.15)
siendo s 2jEx&ltL % (4.16)
llegândose a la relaciôn
» î „ ( t > / j ( .  c [(4 + w ) 6 | j ; j , ( t )  .  2 % C )(4 '" )]
El factor de compresibilidad lo calculamos entonces por la ecuaciôn
(4.11) con ( Bp/p )o dado por las ecuaciones ya citadas de Nezbeda 
y Boublik mientras que y su derivada respecto a la densidad son 
(4.9) y (4.13) respectivamente. Para el câlculo de la ûltima es ne 
cesario - ver las expresiones (4.16) y (4.17) - disponer de un mê­
todo de obtenciôn de las derivadas (da^/ap) que se consigne derivan 
do las ecuaciones résultantes del désarroilo del mêtodo variacional 
visto en el capîtulo anterior (3.46) y resolviendo el sistema , a- 
nâlogamente a como se hizo con los Oj , por el mêtodo de Newton- 
Raphson n-dimensional.
Del désarroilo ,que puede verse en el apéndice C , 
sefialaremos aquî ûnicamente que coincide en gran parte con el de -
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los propios coeficentes con lo que el aumento de tiempo de compu- 
taciôn y de memoria de ordenador respecto a un programa que calcu­
le tan sôlo A es muy pequefio. Ademâs , con el procedimiento expue^ 
to se mejora la precision de los resultados. La razôn es que , por 
una parte la derivada numérica de A requiere - en el mejor de los 
casos - très puntos en lugar dar z directamente , y ; por otra que 
dada la pequefia variaciôn de la energîa libre con la densidad sé­
ria necesario trabajar con cifras afectadas de error lo que harîa 
poco precisos los valores obtenidos para el factor de compresibili^ 
dad. Para ilustrar esta ûltima aseveraciôn , citemos un ejemplo.
La derivada numérica por el mêtodo de Lagrange de très puntos**® re^  
quiere un intervalo entre ellos de Ap=0.01 g cm ®. En estas condi­
ciones la variaciôn de A - A ^ ^ e s  de pocas centêsimas. Como el e-
— *♦
rror del programa de câlculo de esta magnitud es del orden de 5 10 
es évidente que la derivada numérica no puede suministrar el fac­
tor de compresibilidad con precision superior al 1-2% . Sin embargo 
en esas circunstancias el error en z es tan sôlo del orden de un 
0.5% por lo que es manifiesta la superioridad de nuestro procedi­
miento tanto por el ahorro de tiempo de computaciôn como por la ga 
nancia en precisiôn de los resultados.
En la tabla 4.1 se presentan los resultados del es - 
tudio de las condiciones de trabajo para el câlculo de la contribu 
ciôn de primer orden al factor de compresibilidad. Se ha escogido 
una temperatura baja (88K) y una densidad alta (0.88 g cm , con 
diciones en que los errores serân mâs importantes. Puede apreciar-
97
TABLA 4.1
OPTIMIZACION DEL CALCULO DE LA PERTURBACION DE PRIMER ORDEN 
AL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD EN FUNCION DE LAS VARIABLES DE 
LAS INTEGRACIONES SOBRE k.
Obtenciôn de los Câlculo
Ak/A"^ ^max Ak/A'" ^max z
1/8 30 1/10 60 -8.214
1/10 30 1/10 60 -8.191
1/12 30 1/10 60 -8.190
1/10 20 1/10 60 -8.191
1/10 30 1/10 60 -8.191
1/10 40 1/10 60 -8.191
1/8 30 3/20 60 -8.358
1/8 30 1/10 60 -8.214
1/8 30 3/40 60 -8.213
1/8 30 1/10 40 -8.218
1/8 30 1/10 60 -8.214
1/8 30 1/10 80 -8.212
1/8 30 1/10 100 -8.212
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se que la influencia del intervalo de integraciôn en la obtenciôn 
de los coeficientes y en la de la funciôn de correlaciôn par es 
nor de la esperada de acuerdo con los estudios del capîtulo ante­
rior. En todos los casos el limite superior del integrando de 
es de utilizândose 50 puntos de r por unidad de
Para analizar la influencia de este limite y -max
del intervalo de integraciôn sobre r , hemos realizado otro estu- 
dio cuyos resultados se muestran en la tabla 4.2 . La funciôn sub- 
integral es claramente menos complicada que en los casos anterio­
res por lo que el nûmero total de puntos a utilizar en la integra­
ciôn numérica es notablemente inferior. En esta tabla tabla se po­
ne también de manifiesto la lenta convergencia del resultado al va 
riar R^^^. Este hecho obligé a disefiar un procedimiento de acele- 
rar dicha convergencia basado en que al aumentar el rango de inter 
acciôn el potencial tiende asintôticamente a cero mientras 
lo hace a unidad.
Esto quiere decir que existe una contribuciôn de - 
largo alcance no despreciable pero que puede estimarse analîtica­
mente si se supone que a partir de un valor de r las moléculas es-
tân distribuîdas uniformemente. En efecto , llamando I» n a su
' max
contribuciôn en ly^
habiendo supuesto que las interacciones âtomo-âtomo u ^ ( r )  pueden
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describirse mediante el potencial de Lennard-Jones(12-6). Teniendo 
en cuenta que es mayor que la expresiôn puede reducirse a
I. (4.19)
Los resultados para el factor de compresibilidad aparecen en la - 
parte inferior de la tabla 4.2 que considéra esta contribuciôn.
TABLA 4.2
OPTIMIZACION DE LAS CONDICIONES DE TRABAJO PARA EL CALCULO 
DE LA PERTURBACION DE PRIMER ORDEN AL FACTOR DE COMPRESIB^ 
LIDAD . INFLUENCIA DE LA INTEGRACION SOBRE r .
^max^^xx -IL. z
2/75 3.0 -8.172
1 '50 3.0 -8.184
1/75 3.0 -8.187
1/100 3.0 -8.187
1/100 2.5 -7.947 -0.680 -8.627
1/100 3.0 -8.187 -0.393 -8.580
1/100 3.5 -8.349 -0.248 -8.597
1/100 4.0 -8.425 -0.166 -8.591
Puede apreciarse cômo , si bien la contribuciôn se modifica notably 
mente al aumentar el valor de R^^^ , el resultado final de z tiende 
asintôticamente a un valor determinado al anadirle la contribuciôn
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de largo alcance. Los puntos de la tabla se ban calculado mantenien 
do constantes los intervalos de integraciôn sobre k (Ak=0.1 A *) - 
siendo ademâs k^^^ igual a 30 y 60 A en las intégrales para el câl­
culo de los coeficientes y de respectivamente.
El conjunto de las dos tablas anteriores proporcio- 
nan las condiciones ôptimas de trabajo que , dado el diferente peso 
de las distintas variables de integraciôn numérica en el tiempo y 
memoria consumida por el ordenador , podemos estimar en
Ak (câlculo de los coeficientes) = 0.1 A ^
kmax ( " " ) = 20 A-^
Ak (câlculo de las ) = 0.1 A ^
\ a x  ( " " ) " 40 A-'
^max " ^ ^  °XX
Ar = (1/75)
El factor de compresibilidad asî calculado tiene - 
un error aproximado de 0.015 unidades . Finalraente queda por justi- 
ficar el tema del potencial âtomo-âtomo a emplear. Con el modelo - 
ISM el potencial mâs utilizado -el ûnico,aparté de potenciales es- 
pecîficos de cada molécula - es el de Lennard-Jones(12-6) . Los es­
tudios de simulaciôn senalan su gran capacidad de predicciôn de di- 
ferentes propiedades de fluîdos tanto de equilbrio como de no-equi- 
librio Z"*, 50 habiendo sido utilizado también en fîsica del estado sô 
lido. No se trata de que el potencial ISM sea el potencial real del 
nitrôgeno sino mâs bien de que es un buen potencial e f e c t i v o  capaz
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de promediar adecuadamente el efecto de los diferentes tipos de - 
interacciôn molecular conocidos®^.
De entre los parâmetros propuestos en la bibliogra 
fia - consultar las referencias citadas en el trabajo de Narten®®- 
seleccionamos los obtenidos por Cheung y Powles en su trabajo de 
simulaciôn por dinâmica molecular. Estos autores han ajustado si - 
multâneamente varias propiedades termodinâmicas de equilibrio en - 
un amplio margen de estados correspondientes a un fluîdo denso. Los 
parâmetros que propusieron son
^xx " 37.3 K
= 3.310 A
En realidad el modelo molecular utilizado incluye o 
tro parâmetro ajustable , la distancia entre centros de interacciôn 
que no tiene porquê coincidir exactamente con la distancia de enla 
ce calculada por datos espectroscôpicos o de difracciôn. Esto es de 
bido a que son los orbitales externes los responsables de las fuer 
zas intermoleculares. Por efecto del enlace estos orbitales se apro 
ximan a los nûcleos mientras los orbitales internos tienen en gene 
ral simetrîa esfêrica en torno a los nûcleos. De esta forma "no es 
irracional utilizar distancias de enlace efectivas en el modelo de 
interacciôn diferentes a las reales"® La distancia entre centros 
es entonces un parâmetro mâs del potencial intermolecular. Cuando 
esta distancia l  es cero los dos centros se funden obteniendo un - 
modelo esfêrico mientras que cuando el lugar de los puntos -
10 2
situados a una distancia de un centro es un conjunto de dos - 
esferas tangentes. El valor propuesto por Cheung y Powles para l es 
1.090 A muy prôximo a la distancia de enlace real 2=1.098®®.
Como primera aplicaciôn prâctica de la teorîa hemos 
comparado nuestros resultados de la presiôn reducida con los valo 
res pseudo-experimentales de dinâmica molecular. Las magnitudes - 
han sido reducidas en la forma habituai , esto es , T = k T / , 
p =po® y p =pa® . La distancia de enlace reducida es L*=2/<r
vCX X X  X X  XX
que para el modelo propuesto para el Ng es L =0.329 .
Hemos utilizado en esta ocasiôn dos ecuaciones 
diferentes para la presiôn del sistema de réferencia , p* . Los - 
resultados obtenidos con la ecuaciôn de Nezbeda (linea de trazos) 
se alejan notablemente de los de simulaciôn representados con cir 
culos blancos2® y cuadrados en la figura 4.1 . La curva obteni- 
da - prâcticamente una recta - para cada isôcora cuando se utili- 
za la ecuaciôn de Boublik (linea continua) présenta una buena con 
cordancia con los resultados de dinâmica molecular. En la grâfica 
se han representado también unos cuantos puntos expérimentales ( 
circules negros) que informan de la validez del modelo de poten­
cial utilizado. Es de sefialar que la isôcora superior cae prâcti­
camente por complète dentro de la regiôn sôlida de acuerdo con los 
parâmetros dados para el nitrôgeno (la temperatura del punto triple 
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las contribuciones de orden cero de de las de primer orden , para 
el caso de la ecuaciôn de Boublik. Ademâs se han incluîdo otros - 
puntos que no podîan ser representados en la escala de la figura
4.1 . E l examen de estos datos muestra la razon del relative fra- 
caso de la ecuaciôn de Nezbeda. En efecto , a altas densidades el 
error de esta ecuaciôn con nuestro modelo es del orden de un 10 % 
(ver figura 3.4) , pero como la perturbaciôn tiene signo diferen­
te al de p* el efecto final de este error se amplifica. Como el - 
erro en p* es fundamentalmente funcifi de la densidad , los resul­
tados teôricos y de simulaciôn difieren en un valor prâcticamente 
constante a lo largo de cada isôcora siendo menor esta separaciôn 
al serlo la densidad. No puede hablarse entonces de errores rela­
tives en los resultados porque lôgicamente el error relative séria 
infinite cuando la presiôn es cero y tenderîa a cero al aumentar 
la presiôn.
Por tanto la ecuaciôn de Nezbeda no ofrece suficien 
tes garantias a altas densidades por lo que sôlo puede ser ut ili- 
zada a densidades moderadas (zona critica por ejemplo). La desvia 
ciôn tipica de los valores teôricos respecto a los pseudoexperi- 
mentales cuando se utiliza la ecuaciôn de Boublik es 0.36 por lo 
que cabe calificar los resultados como excelentes puesto que los 
propios valores de simulaciôn presentan entre ellos diferencias 
significativas. En general nuestros resultados son muy prôximos - 
a los de Barojas y col. alejândose mâs de los de Cheung y Powles. 
Confirmada por los resultados anteriores la validez de la teorla
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TABLA 4.3
COMPARACION DE LOS RESULTADOS TEORICOS DE LA PRESION REDU 
CIDA CON LOS DATOS DE SIMULACION^5,26_ La ecuaciôn utili- 
zada para el sistema de referencia es la de Boublik.
*
p T* Po* P*
1 Pteor. '’simul.
1.55 13.67 -13.13 0.54 0.29
1 .72 14.83 -13.05 1 .78 1 .29
0.6964
2.12 17.39 -12.88 4.51 4.21t
2.86 21 .76 -12.65 9.11 8.35
3.14 23.30 -12.58 10.72 10.45+
4.03 27.90 - 12.40 15.50 15.24+
2.17 11.43 -10.87 0.56 0.27
2.70 13.59 -10.73 2.87 2.50
0.6220
2.87 14 .26 -10.68 3.57 3.22
3.48 16.55 -10.56 5.99 5.81 +
2.64 8.86 -8.61 0.25 0.12
0.5500
2.98 9.78 -8.55 1 .23 1 .03
 ^ Datos tomados de Barojas y col. El resto son de Cheung 
y Powles
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para predecir la ecuaciôn de estado del modelo molecular utilizado 
y dado que los "experimentos" de simulaciôn han confirmado por su 
parte la validez del modelo podemos afirmar que la teorîa serâ a- 
plicable al câlculo de las propiedades termodinâmicas del nitrôge­
no .
Nuestro estudio comprenderâ todas las regiones del 
N 2 fluîdo y por ello escogemos , aparté del estudio especîfico de 
la zona de coexistencia , très temperatures : Una alejada de la zo 
na crîtica , 190 K ; otra , 126 K , muy prôxima a la temperatura - 
crîtica experimental - cuyo valor es 126.2 K - y finalmente una - 
temperatura correspondiente a la fase liquida , 88 K .
La energîa de Helmholtz es la magnitud termodinâmi­
ca que da directamente la teorîa. La comparaciôn entre los résulta 
dos teôricos y expérimentales - obtenidos a partir de los valores 
de aH y AS tomados de la monografîa de Jacobsen y Stewart**^ , que­
da representada en la figura 4.2 . La concordancia es muy buena a 
todas las temperaturas y densidades. Unicamente cabe sefialar peque 
fias desviaciones a bajas densidades en la isoterma de 126 K asî co 
mo a altas densidades en la de 88 K. Como es sabido , esta magni­
tud no es muy apta para valorar unos resultados teôricos siendo mâs 
indicadas sus derivadas respecto a la densidad (presiôn) y tempera 
tura (entropîa) que estudiaremos a continuaciôn.
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Los resultados obtenidos para la presiôn se presen 
tan , para las très isotermas citadas , en la tabla 4.4 siendo corn 
parados con los valores expérimentales en la figura 4.3 . En la - 
zona de bajas densidades la concordancia es excelente. Al aumentar 
la densidad y acercarnos a la crîtica (0.314 g/cc) las desviaciones 
de la isoterma de 126 K son importantes y parece que para este or­
den de densidades existen pequebas diferencias incluse en la iso­
terma de 190 K. A altas densidades los resultados son muy satisfac 
tories en las très isotermas.
No es sin embargo la presiôn la magnitud idônea pa­
ra comparar resultados teôricos y expérimentales por dos razones : 
Por una parte , para temperaturas del orden o superiores a la crî­
tica experimental , el elevado valor de la presiôn incluse a den­
sidades moderadas , hace imposible una escala razonable para repre 
sentar grâficamente los resultados mâs allâ de una densidad ligera 
mente superior al valor crîtico. Pero es que ademâs , la pendiente 
de las isotermas es tan elevada que las comparaciones pueden 1la­
ma r a engano. La razôn es que , en el estado actual de los conoci- 
mientos de los fluîdos , al comparar numêricamente los valores ex­
périmentales y teôricos de la presiôn - fijados p y T - las diferen 
ciàs son elevadas pero si lo que fijamos es T y p las desviaciones 
entre densidad teôrica y experimental son muy pequenas. La utiliza 
ciôn del factor de compresibilidad élimina estos inconvenientes , 
pues su variaciôn con la densidad no es tan brusca , sus valores 









0.20 0 4 0.6 0.8
p/(g/cc) 
























00 00 to cn
to
CO o\ CM OO a%




•o 00 a\ O O
o LO to OO 00 VO 00
« P4 CM to CM CM
H
u
u LO to LO LO to
<N to VO
bO
o o o o
Q.
to 00 CJ> TT
C4 VO a\ CM O
M CM o o Tf CM to
o o o o o CM
vO u
C4 03 o LO \o vO
-Û o
to tofl PL CM to T- t— cn to 00 oo
H
U
U o o o o o o o o
bO
CM to LO vO oo at
o o o o o o o o
00 o *CM 00
o to o CM o
M LO LO 7 o at
7 o o o - -
oo U
00 to rvi to o
Xi
n to LO to vO c^ CM
CL Tf o\ 00 o to
H CM Tf VO at
U
U o o o o
bO
to LO oo 00 at
o o O
111
dica de forma muy intuitiva la desviaciôn del sistema de la i- 
dealidad.
La figura 4.4 présenta nuestros resultados del fac­
tor de compresibilidad para las très isotermas representativas. Se 
confirman las informaciones suministradas por la figura anterior - 
con pequefias matizaciones. La isoterma de 190 K esta predicha co- 
rrectamente en todo el intervalo de densidad por lo que las peque­
fias diferencias de la presiôn a densidades moderadas no aumentan - 
al hacerlo la densidad. La isoterma de 126 K estâ correctamente - 
descrita por nuestra teorîa a altas densidades. En torno a la den­
sidad crîtica , como es de esperar , las diferencias son marcadas 
y a bajas densidades puede apreciarse una ligerîsima pero visble 
desviaciôn que se habîa reflejado en la figura 4.2 pero no en la -
4.3 . Finalmente , la comparaciôn entre experimento y teorîa en el 
caso de la isoterma de 88 K se confirma como muy satisfactoria pa­
ra todas las densidades de trabajo.
En la figura 4.5 sq representan los factores de corn 
presibilidad de nuestra teorîa , la de Boublik para cuerpos conve- 
xos  ^^  y la teorîa original de Barker y Henderson en primer orden 
de perturbaciôn (BHI)^^. Los valores de esta ûltima han sido calcu 
lados por nosotros por diferenciaciôn numérica de A utilizando la 
funciôn de correlaciôn par obtenida por el mêtodo de Perram^** y la 
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El rango de densidades utilizadas va desde un valor 
moderado (0.4 g/cc) hasta muy altas (0.9 g/cc). Es évidente que la 
teorîa de Boublik falla a altas densidades mientras que , aunque - 
a densidades moderadas sus valores son de la misma calidad que la 
de las otras teorîas , tiene el inconveniente de presentar un hâbi^ 
to claramente diferente del que siguen los datos expérimentales.
Los resultados de la teorîa BH1 son demasiado altos cuando el em- 
paquetamiento molecular es grande mientras nuestra teorîa predice 
resultados prôximos a los expérimentales. La diferencia de compor- 
tamiento teôrico es tanto mâs apreciable cuanto mâs baja es la tem 
peratura.
En la zona crîtica la comparaciôn es favorable a la 
teorîa BH1 pero dado que s istemâticamente da los resultados por ex 
ceso no es significative este resultado en una zona en que el hecho 
de trabajar con tan sôlo un término de perturbaciôn baja la presiôn 
teôrica respecto a otro tratamiento con termines sucesivos. De to­
dos modes y aunque nuestros resultados son claramente incorrectes 
en esta zona , ofrecen un hâbito similar al de los valores expéri­
mentales. En consecuencia puede sugerirse que nuestra teorîa - aûn 
padeciendo de los mismos defectos que la de Barker y Henderson en 
orden a ser incapaz de predecir correctamente el comportamiento en 
la zona crîtica - parece tratar de forma mâs adecuada los efectos 
asociados al empaquetamiento molecular de la fase liquida lo que - 
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4.2.2 Curva de equilibrio lîquido-vapor
Para el câlculo de las densidades de coexistencia a 
cada temperatura se han utilizado dos procedimiento. El primero de 
elles estâ basado en que la funciôn de Gibbs debe ser igual en las 
dos fases. Por tanto , representando los valores de G/NkT a cada - 
densidad frente a la presiôn se obtienen dos curvas que se cortan 
en un punto en el que tanto G/NkT como p tienen iguales valores .
Se cumplen entonces en ese punto las condiciones de equilibrio de 
fases . La presiôn de equilibrio y las densidades de coexistencia 
pueden interpolarse de las curvas con tanta precisiôn como se de- 
see (para detalles del mêtodo consulter por ejemplo el trabajo de 
J. Ramôn Rodriguez y V. Pérez Villar®^). El valor de G/NkT viene - 
dado por la relaciôn. termodinâmica
6  A f V
" H t  ^ m  ('-'°)
con lo que el câlculo de A requiere la utilizaciôn del valor de - 
Aideai Gxpresado por (4.6). El resultado del mêtodo aparece repre- 
sentado en la figura 4.6 donde la lînea de trazos es el valor de 
G/NkT a lo largo dé la curva de coexistencia. Cuando la tenperatura 
es muy prôxima a la crîtica teôrica las dos curvas correspondientes 
a ^liq y ^vap pendientes muy parecidas y este mêtodo requie
re una gran minuciosidad por lo que es preferible utilizar otro pro 
cedimiento que describiremos a continuaciôn antes de estudiar los 
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El mêtodo de Van der Waals ha sido utilizado anplia 
mente y consiste en suponer que la presiôn de coexistencia es âque 
lia que deja âreas iguales por encima y por debajo en un diagrama 
p-V. Su aplicaciôn a nuestro caso , cuando se utiliza la ecuaciôn 
de Nezbeda para el sistema de referenda , puede observarse en la 
figura 4.7 . Esta representaciôn ofrece ademâs una visiôn clara de 
la zona crîtica habiéndose senalado la curva de equilibrio lîquido- 
vapor. El principal inconveniente de su utilizaciôn es que las den 
sidades y la presiôn de equilibrio lîquido-vapor no pueden ser co- 
nocidas - con un razonable costo de tiempo de computaciôn - con la 
misma precisiôn que en el caso anterior cuando la temperatura es 
baja ya que la zona de vapor présenta un mînimo muy acusado. No obs 
tante , para la exactitud requerida habitualmente el procedimiento 
es ûtil y no require el câlculo de
Las densidades de coexistencia teôricas - utilizan- 
do la ecuaciôn de Boublik - aparecen en la figura 4.8 junto con - 
las expérimentales siendo ambas comparadas con las obtenidas con 
la ecuaciôn de Nezbeda en la tabla 4.5 . Es évidente que las dos 
ecuaciones del sistema de referencia conducen en este caso a resul^ 
tados similares . En conjunto , puede afirmarse que la teorla pre- 
ce con bastante aproximaciôn las densidades de coexistencia a tem- 
pereaturas distantes de la crîtica experimental. Cuando la tempera 
tura estâ prôxima al valor crîtico hay importantes desviaciones - 
que conducen a que el el resultado teôrico de la temperatura crîtj^ 








































en densidad son igualmente importantes tanto en la rama liquida co 
mo en la de vapor las magnitudes criticas correspondientes , calcu 
lada y experimental , son bastante coïncidentes.
A bajas temperaturas , el hecho de que las densida­
des de coexistencia estén correctamente predichas conduce a la mi£ 
ma calidad de resultados en la presiôn puesto que las densidades - 
corresponden a zonas del diagrama (muy altas para la fase li­
quida y muy bajas para la de vapor) en que nuestra teoria es muy - 
exacta. Al aumentar la temperatura las discrepancias en la densidad 
aumentan al tiempo que nos acercamos a la zona en que nuestra teo­
ria predice incorrectamente la presiôn. Es asi probablemente casual 
que los valores teôricos de la presiôn de equilibrio concuerden a- 
ceptablemente con los expérimentales hasta la isoterma critica por 
el efecto contrapuesto de dos fuentes de discrepancia. Obviamente , 
la presiôn critica es muy elevada por serlo también la temperatu­
ra. El comportamiento general de la presiôn de vapor puede observar 
se en la figura 4.9 en que se représenta Pygpor a 1/T.En el
intervalo en que hemos hecho los câlculos , la representaciôn de - 
los resultados teôricos es prâcticamente una linea recta mientras 
los expérimentales presentan una muy suave curvatura en las proxi- 
midades del punto critico. Las pendiente de ambas rectas son muy - 
parecidas pero como la presiôn critica es muy superior a la experi^ 
mental nuestra recta se prolonga mas alla de lo que lo hacen los - 
datos expérimentales. El ângulo dibujado al final de los resulta­
















El examen de los valores calculados para las magni­
tudes criticas puede aclarar definitivamente algunos puntos que in 
teresa resolver. En la tabla 4.6 se dan los resultados de las mag­
nitudes criticas para nuestra teorîa con las dos ecuaciones de es- 
tado del sistema de referencia utilizadas , la de Boublik y la de 
Nezbeda. Asimismo se escriben los resultados calculados por noso- 
tros de la teorîa de Barker y Henderson en primer orden de pertur- 
baciôn - BH1 - , los dados en el trabajo original para el segundo 
orden de perturbaciôn de esta teorîa - BH2 - y los valores experi- 
mnetales correspondientes. La gran similitud entre nuestros resul­
tados y los de BHI indican claramente que en esta zona en que los 
efectos de empaquetamiento no son tan grandes la anisotropîa mole­
cular tiene escasa influencia y las dos teorîas son prâcticamente 
équivalentes. Sin embargo las diferencias de ambos resultados con 
los de BH2 junto con la concordancia de éstos con los expérimenta­
les indican claramente que nuestra teorîa necesita un segundo tér-
TABLA 4.6 - MAGNITUDES CRITICAS
Nezbeda Boublik BHI BH2 Exptl
p/bar 48.4 49.7 52.2 44 34 .00
p/(g/cc) 0.290 0.295 0.295 0.295 0.314
T/K 139.5 141.6 139.6 134 126.2
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mino de perturbacidn para predecir satisfactoriamente el comporta­
miento en la zona crîtica.
Las conclusiones que se pueden extraer entonces del 
estudio realizado de la ecuaciôn de estado seAalan que nuestra teo 
rîa se comporta de modo global como lo hace la de Barker y Hender­
son por lo cual en determinadas condiciones - zona crîtica y de for 
ma menos clara a bajas densidades - es necesario el câlculo en se­
gundo orden de aproximaciôn. Sin embargo , el tratamiento dado a - 
las fuerzas repulsivas mediante la intoducciôn de la anisotropîa - 
molecular permite mejorar ligeramente los resultados en la zona - 
de altas densidades.
4.3 ENTROPIA Y ENERGIA INTERNA
La otra variable , aparté del volumen , para la que 
debe estudiarse cômo varîa la energîa Helmholtz es la temperatura. 
La magnitud termodinâmica que représenta esta variaciôn es laentro 
pîa , estando ambas relacionadas por la siguiente expresiôn
(4.21)
V
que se transforma en otra mas apropiada para nuestros câlculos
Los resultados para esta magnitud se han obtenido mediante dériva- 
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do un intervalo de AT=1 K .
Los valores teôricos a las très temperaturas de tra 
bajo - tabla 4.7 - se han representado en la figura 4.10 junto con 
los datos expérimentales tomados del trabajo ya citado de Jacobsen 
y Stewart. Las entropîas calculadas confirman la buena capacidad - 
de predicciôn de nuestra teorîa a altas densidades y la necesidad 
del segundo término de perturbaciôn en la zona critica. Hay un he­
cho sin embargo que merece comentarse : La entropia parece ser mâs 
sensible a los errores a bajas densidades de lo que es la presiôn. 
De esta forma se confirma la necesidad del segundo término de per­
turbaciôn también a bajas densidades cuando la temperatura es prô­
xima a la crîtica - nôtese que los resultados de la isoterma de - 
190 K son en general buenos con discrepancias en la zona de densi­
dad 0.2 - 0.4 g/cc mientras que en la isoterma de 126 K las desvia 
clones son mâs impotantes y abarcan un rango de densidades mâs am- 
plio (hasta unos 0.6 g/cc).
La ûltima magnitud que calcularemos es la energîa - 
interna del sistema a través de la relaciôn
Los resultados nuroéricos que aparecen en la tabla 4.7 junto con los 
de la entropia , reflejan un comportamiento similar al de la ener­
gîa Helmholtz : A temperaturas superiores a la crîtica » teoria 
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ca es causa de nuevas desviaciones en la isotema de 126 K mientras 
a esta temperatura los resultados son de gran calidad si la densi­
dad es alta y , finalmente , en la zona de bajas temperaturas hay 
ligeras discrepancias aunque ambas curvas tienen el mismo hâbito - 
(lôgicamente ya que la derivada de U con respecto a la densidad e£ 
ta relacionada con la presiônj.
Terminaremos este capitule comparando los resulta­
dos de nuestra teorîa para estas dos magnitudes con los de la teo 
rîa de Boublik para cuerpos convexes (figuras 4.12 y 4.13). En con 
junte puede seAalarse la superioridad de nuestros valores en todas 
las condiciones y magnitudes estudiadas - se incluyen también los 
resultados para el factor de compresibilidad comentados anterior- 
mente - excepte para la energîa interna a 88 K en que ambas teor^ 
as son de similar calidad. Como el desarrollo teôrico es anâlogo 
en las dos , la explicaciôn de este resultado solo puede ser e x p M  
cado porque el modelo de Boublik sea inadecuado , lo cual no pare­
ce ser razôn lôgica en este caso , o bien porque la aplicaciôn de 
las expresiones encontradas introduce nuevos errores. A este res­
pecto debe sefialarse que Boublik utiliza una ecuaciôn semiempî ri ca 
para la funciôn de distribuciôn de su sistema de referencia.
El estudio de la entropia y de la energîa interna - 
del sistema no aporta mùcha informaciôn que no conociéramos a par 
tir de la ecuaciôn de estado. Unicamente resaltaremos el poner a 
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bien el uso del segundo termine de perturbaciôn. Es de notar asi­
mismo que precisamente la ausencia de informaciôn adicional con e£ 
tas propiedades es un dato a favor de la teorîa pues révéla la 
gran consistencia termodinâmica de los resultados.
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CAPITULO V
PROPIEDADES TERMODINAMICAS DE OTRAS MOLECÜLAS DIATOMICAS
5.1 INTRODUCCION
El capitulo anterior demostro la aplicabilidad de - 
nuestra teorîa mostrando que cuando se utiliza en sistemas cuasi- 
esfêricos los resultados son de igual o superior calidad que las 
teorîas de fluîdos monoatômicos. Es évidente que la verdadera prue 
ba que debe superar es el tratamiento de sistemas con marcada ani­
sotropîa molecular. Hemos empezado por las moléculas mâs sencillas 
, esto es , moléculas diatômicas homonucleares : los halôgenos. En
la figura 5.1 hemos representado a escala la forma y tamano de e£
*
tas moléculas - determinados por los valores de y L =l/o^^ pro 
puestos en la bibliografîa*’ - comparados entre sî y con las mole 
cul as de nitrôgeno y un modelo de dos centros de interacciôn pro - 
puesto para representar las interacciones intermolecul ares del CO^
lîquido. Puede apreciarse claramente el aumento progrèsivo del ta
>34
N j  ( L *  = 0 . 3 2 9 )
F j  ( L  = 0 . 5 5 0 )
C l 2 ( L *  = 0 . 6 0 8  )
B r 2 ( L *  = 0 . 6 3  )
C 0 2 (  L *  = 0 . 7 9 3 )
F IG .  5 .1
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mafio molecular asî como de la anisotropîa de los halôgenos al au 
mnetar el peso molecular. Ademâs , el conj unto de los modelos uti- 
lizados para las cinco moléculas representan una amplia gama de po 
sibilidades en la anisotropîa molecular. Es posible entonces ha- 
cer un doble estudio simultâneo : Vor una parte puede comprobarse 
la validez de la teorîa ai aplicarla a modelos abstractos y compa 
rarla con los datos de simulaciôn disponibles mientras por otro la 
do estos mismos câlculos pueden servir para comparar con las pro­
piedades termodinâmicas del sistema real correspondiente. Presen- 
taremos estos resultados de forma separada ocupândose la secciôn
5.2 del estudio de los modelos abstractos mientras la secciôn 5.3 
estâ dedicada a las propiedades termodinâmicas de los halôgenos - 
que a temperatura ambiente se encuentran en fase fluîda , esto es 
, F2 , Clg y Brg.
Finalmente en la secciôn 5.4 se calcularân las pro 
piedades termodinâmicas del COg mediante el modelo diatômico , es 
decir , suponiendo la molécula compuesta por dos centros de inter 
acciôn idénticos.
5.2 VARIACION DE LAS PROPIEDADES CUN LA ANISOTROPIA MOLECULAR
En 1977 Singer y col.  ^^  publicaron un trabajo en 
el que utilizaron el método de dinâmica molecular para simular el 
comportamiento de moléculas interaccionando mediante el potencial 
ISM con dos centros idénticos y cuyas distancias reducidas , L* ,
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tueran Ü.505 , U.6U8 , U.630 , y 0.793 que pueden representar re^ 
pectivamente a flûor , cloro , bromo y anhîdrido carbônico. Estos 
valores cubren , junto con el modelo de la molécula de nitrôgeno 
tratada en el capitulo anterior cuya L" es U.3Z9 , todo el espec- 
tro de distancias reducidas entre 0 y 1. Hemos utilizado nuestra 
teorîa para calculer la presiôn reducida de cada modelo a las den 
sidades de trabajo utilizadas en simulaciôn. El resultado se pré­
senta en las figuras 5.2-5.5 donde los valores teôricos vienen S£ 
Aalados por la lînea continua y los puntos son los datos pseudoex 
perimentales. Lada isôcora de estas figuras estâ etiquetada con - 
el valor correspodiente de la densidad reducida en la misma forma 
a como hicimos en el caso del nitrôgeno. Asimismo el método de câ^ 
culo es idéntico al del caso anterior.
El conjunto de valores proporcionados por la teorîa 
para la presiôn reducida permiten afirmar la validez general de é£ 
ta dentro del rango de densidades empleadas cualquiera que sea la 
distancia reducida del modelo. A este respecto es necesario sena- 
lar que las isôcoras superiores de todas las grâficas corresponden 
, excepto en el caso del modelo de L*=0.b08 que simula el Clg , a 
valores fîsicamente inalcanzables para los sistemas que preten- 
representar. Asî pues , el conjunto de densidades utilizadas van 
desde altas densidades hasta superar el limite de densidades lîqu^ 
das. Las conclusiones de este estudio no son vâlidas por tanto pa 
ra densidades bajas e intermedias. Asimismo las temperaturas co­


























































trata por tanto de un trabajo sobre el comportamiento de estes sis 
temas en fase liquida.
Los resultados obtenidos que aparecen listados en las tablas 
5.1 - 5.4 indican claramente que la teorîa subestima notablemente 
la presiôn en las isôcoras superiores. Si éliminâmes de nuestro a 
nâlisis las isôcoras sin significado fîsico , entonces las di fer en 
cias entre teorîa y expérimente no son grandes. El ligero aumento 
de estas discrepancias con la temperatura es probablemente debido 
a que les dates de simulaciôn fueron ajustados por sus autores a 
una recta mientras que sus propias figuras sefialan pequenas curva^ 
turas de las isôcoras. Las diferencias no son significativas cuan 
titativamente pero podrian inducir al errer de pensar en un empeo 
ramiento de la calidad de les resultados al aumentar la temperatu 
ra que estimâmes es debida al ajuste mencionado.
A las densidades intermedias y bajas de nuestro tra 
bajo la concordancia es extraordinaria en todos les modèles utili- 
zados. En general la teorîa subestima les resultados a altas densi^ 
dades y cuando esta magnitud disminuye les valores teôricos y les 
expérimentales se acercan notablemente e incluse en algûn caso (el 
modelo de L*=0.505 que représenta al F2) para las isôcoras inferio 
res el valor teôrico de la presiôn pasa a ser superior a l "experi­
mental" .
En cuanto a la variaciôn con la temperatura dentro
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TABLA 5.1 - PRESION REDUCIDA PARA EL MODELO L = 0.505
p* T* P* p* T*('p* = 0)
1 .90 6.333 -6.477 -0.144
2.00 6.610 -6.456 0.154
0.480 2.10 6.885 -6.437 0.448 1 .948
2.20 7.157 -6.419 0.738
2.30 7.426 -6.401 1,025
1 .75 7.310 -7.312 -0.002
1 .85 7.653 -7.286 0.368
0.511 1 .95 7.992 -7.261 0.731 1 . 751
2.05 8.327 -7.238 1.089
2.15 8.658 -7.216 1 .442
1.45 8.379 -8.466 -0.087
1 .60 9.080 -8.411 0.669
0.553 1 .75 9.763 -8.361 1.402 1 .467
1.90 10.430 -8.316 2.114
2.05 11.082 -8.273 2.809
0.90 9.211 -10.191 -0.980
1 .05 10.445 -10.089 0.355
0.620 1.20 11 .627 -10.000 1.627 1 .010
1 .35 12.764 -9.921 2.843
1 .50 13.861 -9.850 4.011
1 .65 14.923 -9.787 5.136
0.55 8.816 -11.055 -2.239
0.70 10.772 -10.898 -0.126
0.667 0.85 12.607 -10.766 1.841 0.709
1 .00 14.341 -10.654 3.687
1 .15 15.989 -10.557 5.431
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TABLA 5.2 - PRESION REDUCIDA PARA EL MODELO L*= 0.6ü8
P T" K p* P* T*(p*=G)
1 .90 5.008 -4.911 0.097
2.00 5.232 -4.896 0.335
0.421 2.10 5.453 -4.882 0.571 1 .859
2.20 5.672 -4.868 0.804
2.30 5.889 -4.854 1 .035
1 .65 5.709 -5.749 -0 . 040
1.80 6.143 -5.717 0.426
0.455 1 .95 6.569 -5.688 0.881 1 .663
2.10 6.987 -5.660 1 .327
2.25 7.398 -5.635 1 .763
1 .50 6.586 -6.484 0.101
1 .65 7.129 -6.443 0.686
0.485 1 .80 7.660 -6.406 1 .255 1.474
1 .95 8.181 -6.371 1 .810
2.10 8.691 -6.339 2.352
1 .30 7.161 -7.154 0.007
1 .50 8.059 - 7 .085 0.974
0.512 1 .70 8.926 -7 .024 1 .903 1 .299
1 .90 9.766 -6.969 2.797
2.10 10.582 -6.921 3.661
1 .10 7.785 -7.834 -0.048
1 .30 8.931 -7.744 1.187
0.541 1 .50 10.028 -7.666 2.362 1 .092
1 .70 11.083 -7.598 3.485
1 .90 12.102 -7.538 4 .564
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TABLA 5.3 - PRESION REDUCIDA PARA EL MODELO L = 0.630
P* T* P:
pj P* T*(p*=0)
0.50 6.528 -8.830 -2.302
0.80 9.681 -8.557 1 .124
0.600 1 .10 12.500 -8.363 4.137 0.660
1 .40 15.073 -8.219 6.854
1 .70 17.458 -8.109 9.349
0.90 7.277 -8.004 -0.727
1.15 8.904 -7.868 1.036
0.553 1 .40 10.432 -7.758 2.674 0.950
1 .65 11.878 -7.667 4.212
1.90 13.257 -7.590 5.668
1 .30 6.158 -6.643 -0.485
1 .50 6.937 -6.579 0.358
0.492 1. 70 7.690 -6.523 1.167 1.347
1 .90 8.420 -6.472 1 .948
2.10 9.129 -6.427 2.702
1 .60 5.269 -5.564 -0.295
1 .75 5.683 -5.532 0.151
0.448 1 .90 6.088 -5.503 0.586 1.624
2.05 6.487 -5.475 1 .011
2.20 6.878 -5.450 1.428
1 .90 4.271 -4.421 -0.150
2.00 4.463 -4.408 0.055
0.400 2.10 4.653 -4.395 Ü.259 1.894








TABLA 5.4 - PRESION REDUCIDA PARA EL MODELO L = 0.793
P* T* P* pj. P* T*(p*=0)
1 .50 2.826 -3.207 -0.382
1.85 3.398 -3.169 0.229
0.342 2.20 3.950 -3.136 0.815 1.718
2.55 4.487 -3.107 1.380
2.90 5.010 -3.083 1.927
1 .30 3.815 -4.249 -0.434
1 .60 4.563 -4.192 0.371
0.393 1 .90 5.282 -4.144 1.138 1 .461
2.20 5.977 -4.102 1.875
2.50 6.651 -4.066 2.585
1 .00 5.283 -5.588 -0.305
1 .25 6.380 -5.500 0.880
0.459 1 .50 7.424 -5.426 1.998 1 .063
1 .75 8.424 -5.363 3.061
2.00 9.386 -5.309 4.077
0.70 5.530 -6.304 -0.769
0.90 6.852 -6.192 0.660
0.500 1 .10 8.097 -6.099 1.998 0.807
1 .30 9.281 -6.021 3.260
1 .50 10.415 -5.955 4.460
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de cada isôcora , puede apreciarse como la tônica general es la - 
de que los resultados teôricos presentan el mismo hâbito que los - 
de simulaciôn. Aparté del efecto mencionado de que estos ûltimos 
estân ajustados a una recta , merece citarse que ûnicamente a las 
densidades mas bajas de los modelos del Br2 y CO2 puede apreciar­
se un ligerîsimo cambio de comportamiento por lo que la curva de 
de la presiôn reducida teôrica tiene una pendiente algo diferente 
de la de los resultados de dinâmica molecular.
En la tabla 5.5 comparâmes los valores dados por nue^ 
tra teorîa con los de la extensiôn de la teorîa WCA a este tipo - 
de sistemas publicada muy recientemente por Tildesley"" '. Las dif£ 
rencias no son muy grandes entrambas pero puede seRalarse una li- 
gera mej or calidad de de nuestros resultados en el ûnico modelo 
para el que que disponemos de dates numêricos del trabajo de Til- 
desley. Este hecho parece comprobar nuestra inicial hipôtesis de 
que la supremacîa de la teorîa WCA en monoatômicas no era del to- 
do extrapolable a sistemas poliatômicos. Estas conclusiones , que 
deben tomarse ûnicamente como provisionales ya que para afirmar - 
estos hechos se requerirîa un estudio mas profundo , parecen ava- 
lados por la propia afirmaciôn del autor del susodicho trabajo de 
que probablemente la utilizaciôn en su teorîa de un diâmetro de - 
esferas duras independiente de la densidad conducirîa a resulta­
dos idénticos.
5.3 PROPIEDADES TERMODINAMICAS DE LOS HALOGBIOS
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TABLA 5.5 - COMPARACICN DE LA PRESION REDUCIDA PARA EL MODELO 








T* = 1 .50
0.541 2.36 2.82 2.51
0.512 0.97 1.21 1 .02
0.485 0.10 0.10 0.10
T* = 1.85
0.541 4.31 4.85 4.57
0.512 2.58 2.83 2.67
0.485 1 .44 1.52 1 .44
0.455 0.58 0.56 0.56
0.421 -0.02 -0.07 -0.04
TABLA 5.6 - PARAMETROS LNTERMOLECULARES 
POTENCIAL LB1NARD-JOIES ATOMO-ATOMO
Sustancia (E^/k)/K L*
52 .8 2.825 0.50 5
CI2 173.5 3.353 0.608
Br2 257 .2 3.538 0.630
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El principal problema de la utilizaciôn de nuestra teo­
rîa a estos sistemas es la escasez de datos expérimentales para e - 
llos. Los que que aquî utilizaremos estân tomados del trabajo cita 
do de Singer y col. Estos autores han comparado sus resultados con 
los datos expérimentales disponibles que se refieren fundamental- 
mente a propiedades a lo largo de la curva de equilibrio lîquido-va 
por.Para calcular la densidad de coexistencia de la fase liquida - 
suponen que , puesto que los resultados de simulaciôn tienen un 
error en la presiôn de 20-40 bares , puede obtenerse simplemente 
extrapolando sus resultados a presiôn cero. Este procedimiento se­
ra vâlido siempre que la presiôn de equilibrio del sistema real - 
sea baja lo cual se cumple si la temperatura no es muy prôxima al - 
valor crîtico experimental. Otro inconveniente del método es que - 
no permite el câlculo de la presiôn de vapor.
Siguiendo a estos autores hemos calculado , para 
cada sustancia y densidad , la temperatura a la que la presiôn es 
cero. Para ello hemos interpolado del ajuste de los datos teôricos 
a un polinomio de segundo grado. Los resultados a presiôn cero se 
escribieron en las tablas 5.1 - 5.4 . Reconvirtiendo las magnitu­
des reducidas mediante los parametros propuestos por Singer y col. 
para cada sistema (tabla 5.6) obtenemos las densidades de coexisten 
cia a diferentes temperaturas. Por una nueva interpolaciôn numêrica 
pueden obtenerse entonces las densidades de la fase liquida a las 
temperaturas para las que disponemos de datos expérimentales. Estos 
resultados se presentan en las tablas 5.7 - 5.10 junto con los va-
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TABLA 5.7 - DENSIDADES DE COEXISTER CIA 
DE LA EASE LIQUIDA -
p/mol * dm
T/K Teorica Simul Exptl
54 45.61 44.90 44.80
80 40.17 40.19 40.44
100 35.99 36.39 36.66
120 31 .81 32.41 32.05
TABLA 5 .8 - DENSIDADES DE COEXISTBI
DE LA FASE LIQUIDA - C
p/mol•dm"*
T/K Teorica Simul Exptl
173.1 2 4.27 24.29 24.22
203.1 23.34 23.31 23.34
238.1 22.04 22.06 22.07
273.1 20.67 20.70 20.70
293.1 19.85 19.86 19.87
313.1 18.97 19.02 18.97
333.1 18.07 18.12 17.99
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TABLA 5.9 - DENSIDADES DE COEXISTENCIA 
DE LA FASE LIQUIDA - Br^
p/mol-dm"’
T/K Teorica Simul Exptl
260 20.42 20.18 20. 15
340 18.54 18.48 18.48
400 17.13 17.11 17.16
450 15.96 15.91 15.87
TABLA 5.10 - DENSIDADES DE COEXISTENCIA 
DE LA FASE LIQUIDA - COg
p/mol dm" 3
T/K Teorica Simul Exptl
233 24.58 24.73 25.34
253 23.45 23.24 23.41
273 21 .90 21 .65 21.12
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lores correspodientes a dinâmica molecular y los datos expérimen­
tales.Dentro de lo limitado del estudio , puede afirmarse una ex­
traordinaria concordancia general ya que es superior incluso a la 
obtenida para el nitrôgeno. Esta afirmaciôn puede apreciarse mâs 
claramente comparando las grâficas para F2 (Fig 5.6) , CI2 y Brg 
(Fig. 5.7) con la correspondiente al N 2 . En estas grâficas , la 
teorîa se représenta por lîneas mientras los datos expérimentales 
son los puntos. sin embargo esta concordancia no debe sorprendernos 
puesto que los parâmetros del potencial intermolecular han sido - 
calculados precisamente de forma que las densidades de coexisten­
cia se ajusten lo mâs posible a los valores expérimentales. Asî - 
pues , aunque cabe hablar de la buena capacidad del modelo y de la 
teorîa para reproducir los resultados expérimentales no se pueden 
extrapolar estas conclusiones al conjunto de propiedades fuera de 
la zona de coexistencia. Aûn mâs , como es sabido , es en la zona 
de coexistencia donde estas teorîas no son del todo apiicables de 
bido a las fluctuaciones en densidad del sistema. De esta for 
ma , se utilizan unos valores expérimentales para ajustar un poten 
cial intermolecular en una zona donde necesariamente deben existir 
discrepancias entre teorîa y experimento. Es lôgico suponer enton 
ces que la aplicaciôn de este potencial en otras regiones diferen 
tes a la curva de coexistencia pueden dar lugar a discrepancias a 
jenas a la validez de la teorîa utilizada. Este hecho es visible 
en el caso del CO2 en que un estudio mâs riguroso es factible por 
la gran abundancia de datos expérimentales. De ello nos ocuparemos 




























5.4 PROPIEDADES TERMODINAMICAS DEL COo (diatdmico)
Las razones para aplicar nuestra teorîa al COg , ^  
puesto compuesto por dos centros de interaccidn , son varias. Ya te 
mos sefialado cômo la molécula résultante es un buen modelo para es- 
tudiar la variaciôn de las propiedades con la anisotropla molecu­
lar. Por otro lado estâ el propio interés de estudiar el resultado 
de trabajar con dos modelos diferentes para una misma molécula co­
mo séria en este caso suponer la presencia de dos o très centros de 
interacciôn idénticos en la molécula de anhidrido carbônico. Esta - 
posibilidad no la llevaremos a cabo en la présente memoria pero los 
resultados aquî presentados supondrân un avance esa direcciôn.
Con ser importantes las razones expuestas anterior 
mente existe un argumente que , en el prente contexte , nos parece 
decisive. La valoraciôn de los resultados obtenidos para los halôge 
nos deja muchos interrogantes debido a lo limitado de la regiôn es- 
tudiada por la ausencia de datos expérimentales. El tratamiento del 
COg del que se concen ampliamnete sus propiedades termodinâmicas - 
puede entonces despejar parte de las incôgnitas. La elecciôn de es^  
te sistema como final de nuestro trabajo tiene entonces por objeto 
dar una visiôn lo mâs acabada posible de los problemas de aplicaciôn 
de la teorîa a sistemas diatômicos antes de aventurarnos en sistemas 
mâs complejos.
Comenzemos situando el problema de forma anâloga a co
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mo lo hicimos con los halôgenos. Asî , a partir de las isôcoras - 
en magnitudes reducidas presentadas en la tabla 5.4 puede calcular 
se para cada densidad el valor de la temperatura para la que la pre 
siôn es cero. Por interpolaciôn puede conocerse entonces a que tem 
peratura corresponde una densidad determinada. Para comparer este 
resultado con los valores expérimentales de las densidades de coe­
xistencia es necesario reconvertir las magnitudes reducidas lo que 
hemos hecho con los siguientes parâmetros del potencial
Cxx / = 163.6 K ; «^ xx " 2 989 A
La tabla 5.10 muestra los resultados obtenidos , - 
que coinciden apreciablemente bien con los expérimentales^® . La con 
cordancia es algo menos satisfactoria que en el caso de los halôge- 
nos pero es , aûn asî , del mismo orden que la obtenida para el ni^  
trôgeno. Como era de esperar la comparaciôn con los datos de simu­
laciôn es excelente con lo que se confirma la informaciôn suministra 
da por la.figura 5.5 . Puede decirse entonces que , con las matiza 
clones que expondremos posteriormente , el modelo diatômico repré­
senta de forma vâlida las interacciones moleculares del COg .
Hemos calculado a continuaciôn la presiôn y el fac­
tor de compresibilidad a lo largo de très isotermas representativas. 
Una , la de 400 K , corresponde a una temperatura moderadamente al - 
ta , lejos de la zona crîtica experimental. Otra temperatura , 310 
K estâ muy prôxima a la isoterma crîtica (304.2 K) y , finalmente, 
la de 260 K pertenece a la zona de bajas temperaturas. Los résulta
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dos se reflejan en la tabla 5.11 y en las figuras 5.8 y 5.9 .
La correlaciôn entre valores teôricos (llneas cont^ 
nuas) y expérimentales (puntos negros) sigue las mismas pautas en 
las très isotermas. Dentro de una concordancia general aceptable 
pueden apreciarse claramente las discrepancias a densidades mode- 
radas en que las magnitudes son subestimadas. Al alcanzar la den­
sidad un valor prôximo a 0.9 - 1.0 g'cm * la tendencia se invier- 
te y los resultados teôricos son superiores a los expérimentales.
La sorpresa producida por este comportamiento no v ^  
ne tanto de la importancia cuantitativa de las desviaciones como 
de la novedad que suponen pues todos los resultados encontrados - 
hasta el momento no permitîan predecir estas diferencias , aunque 
evidentemente tampoco las exclulan. El anâlisis de los resultados 
indicô claramente la validez de la teorîa , al menos a altas den­
sidades , por predecir correctamente las propiedades del modelo u 
tilizado. Por otro lado hemos seflalado que las densidades de coe­
xistencia dadas por simulaciôn coincidian aceptablemente con los 
valores expérimentales. Entonces , i cuSl es la razôn de las discre^ 
pancias a altas densidades ? . La respuesta nos la da la inclusiôn 
de los resultados de dinâmica molecular dentro de la grâfica del 
factor de compresibilidad (cuadrados blancos). Aquî se ve que , - 
aunque a presiôn cero experimento y simulaciôn pueden coincidir a 
preciablemente , al aumentar la densidad los datos pseudoexperi- 
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sistema. Como al mismo tiempo los resultados de simulaciôn del mo 
delo molecular caen casi exactaraente sobre las curvas teôricas , 
es obvio que las desviaciones provienen , al menos para altas den 
sidades , de que el modelo utilizado no es del todo adecuado.
Très serîan las posiblidades que permitirïan expli- 
car la validez limitada del modelo de potencial empleado. Por una 
parte , la propia naturaleza del modelo ISM diatômico propuesto - 
para una molécula formada por très âtomos. Ademàs estâ el hecho - 
de utilizar un potencial âtomo-âtomo que no tiene en cuenta el im 
portante momento cuadrupolar de esta molécula. Por ûltimo , es ne 
cesario poner en cuestiôn los parâmetros del potencial Lennard-Jo 
nés diatômico por lo poco representativo de los puntos utilizados 
para su ajuste (4 valores a lo largo de la curva de coexistencia). 
El hecho sehalado de la coincidencia entre valores teôricos y ex­
périmentales en la zona de ajuste junto con las discrepancias en 
el resto de las regiones parecen avalar que la ûltima posibilidad 
descrita puede ser la mâs importante de entre las très.
Finalizaremos esta memoria con el estudio de la cur^ 
va de equilibrio lîquido-vapor del CO2 (tabla 5.12). Las densidades 
de coexistencia de la fase liquida han sido calculadas a bajas tem 
peraturas buscando la densidad para la que la presiôn teôrica es 
cero. Este procedimiento no permite obtener ni la presiôn de equ^ 
librio ni la densidad de la fase de vapor. Por esta razôn pueden 
distinguirse claramente los valores asI obtenidos de los calcula-
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TABLA 5.12 - CURVA DE COEXISTENCIA . CO^ (diatômico)
T/K p/bar Pl/(g/cc) Py/(g/cc)
239 -- 1.076
260 14 0.035 1.013
281 -- 1.013
310 51 0.105 0.841
330 70 0.156 0.750
340 82.3 0.191 0.701
350 95.4 0.241 0.639
360 110.1 0.308 0.558
TABLA 5.13 




































dos per el procedimiento de las âreas iguales en un diagrama p-V. 
La representaciôn grâfica de ambos resultados (figura 5.10) révé­
la mâs claramente aûn la gran diferencia con los resultados expé­
rimentales. En realidad en estas magnitudes aparecen reforzados - 
los posibles errores del modelo potencial con los errores teôri­
cos que en la zona crîtica fueron encontrados para el nitrôgeno. 
De esta forma las densidades de coexistencia de las dos fases son 
correctamente predichas ûnicamente a bajas temperaturas. Parailus 
trar la validez del procedimiento de câlculo de la densidad de coe 
xistencia como densidad para la que la presiôn es cero hemos dibu 
jado los valores as I obtenidos con lînea de trazos. Como puede a - 
preciarse el procedimiento es ûtil para temperaturas aiejadas del 
punto crîtico.
Como consecuencia de lo expuesto en el pârrafo ant£ 
rior se obtiene un valor muy alto de la temperatura crîtica y otro 
aceptable para la densidad (tabla 5.13). La presiôn crîtica es el 
resultado de dos errores contrapuestos : La subestimaciôn de la - 
presiôn a densidades moderadas y la sobreestimaciôn de la tempera 
tura crîtica. El valor calculado para esta magnitud difiere cons^ 
derablemente del experimental pero no tanto como cabîa esperar de 
acuerdo con el valor de temperatura crîtica.
Otra importante consecuencia de los resultados obte 
nidos para las magnitudes crîticas es que nuestra suposiciôn 
de que la isoterma de 400 K estâ aiejada de la zona crîtica queda
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ahora en entredicho. Es posible explicar entonces , aunque s61o - 
de forma parcial , las notorias desviaciones en esta isoterma a - 




Se ha elaborado una teorîa de perturbaciones para 
fuîdos poliatômicos. Como potencial intermolecular se usa el mo­
dèle de potencial fitomo-Stomo. Como resultado de la teorîa se pr£ 
pone una expresiôn en primer orden de perturbaciôn para la ener- 
gîa libre de Helmholtz del sistema. La teorîa incluye como caso 
particular la teorîa de Barker y Henderson para lîquidos monatô- 
micos por lo que cabe considerarla como una extensiôn de ésta.
El sistema de referencia es un fluîdo de cuerpos 
duros en que cada partîcula estâ constituîda por esferas duras - 
cuyos diâmetros dependen de la temperatura a través de una sen- 
cilla relaciôn proporcionada por la teorîa.
Se ha aplicado la teorîa al estudio de las propie 
dades termodinâmicas de sistemas diatômicos homonucleares , tan- 
to a nivel de modelos moleculares con diferentes anisotropîas mo 
leculares como de câlculo de magnitudes para sistemas reales , - 
en particular , nitrdgeno , cloro , bromo y diôxido de carbono.
Como resultado de este estudio podemos concluir ■'
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1. La teorîa predice un amp1io conjunto de propiedades ter­
modinâmicas de sistemas cuasi-esférîcos con precisiôn corn 
parable a la teorîa original de Barker y Henderson para - 
fluîdos simples. Por tanto la teorîa es vâlida para el e^ 
tudio de sistemas densos salvo en la zona crîtica donde es 
necesario correcciones de segundo orden.
2. La teorîa conduce a valores de la presiôn reducida concor 
dantes con los datos de dinâmica molecular cualquiera que 
sea el grado de anisotroîiîa molecular , la temperatura y 
la densidad. La calidad de los resultados es del mismo or 
den que la proporcionada por la extensiôn de Tildesley de 
la teorîa WCA a este tipo de sistemas aparecida reciente- 
mente.
3. Las densidades de coexistencia calculadas para las molêcu 
las de flûor , cloro y bromo estân en excelente concordan 
cia con los valores expérimentales.
4. El estudio de las propiedades termodinâmicas del diôxido 
de carbono supuesto formado por dos centros de interac- 
ciôn sefiala la validez general del modelo propuesto para 
este sistema. Las pequefias discrepancîas encontradas pue^ 
den explicarse por una posible falta de optimizaciôn de 
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APENDICE A
CALCULO DE LAS INTEGRALES L^
Las intégrales Lj aparecen al calcular la transfer 
mada de Fourier de la funciôn de correlaciôn directa âtomo-âtomo. 
Se definieron mediante la expresiôn (3.36) , a saber
Lj s J X (y-«) (A.l)
Para su resoluciôn es necesario desarrollar el binomio de Newton 
(x-1)^  ^ con lo que la relaciôn anterior se transforma en
(A.2)
Esta nueva integral tiene soluciôn analîtica
r' \ , u-iv+i)
donde las barras denotan la parte entera de la magnitud correspon- 
diente. Las expresiones particularizadas para los primeros valores 
de j son bastante simples. Vamos a escribir a continuaciôn los va­
lores de estas intégrales para los cuatro primeros têrminos. Para
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ello , llamemos k* = k-d con lo que obtenemos 
L. . «« t' . »«■'V
IT V 
'  - f r ^
(A.4)
L  m  _ i + iifijL 4 _ 1 _  t iM*- k' .
Ilf « ^ Jtl - 1;
 ^ .Jiij V / ji'V '• /
Cuando se evalûan estas expresiones para valores de k'muy bajos - 
se presentan problemas debidos al error con que los ordenadores - 
calculan las funciones trigonométricas. Por ello damos a continua 
ciôn el desarrollo de Taylor de las expresiones (A.3) en torno al 
punto k*=0 que deben utilizarse cuando k ' es menor que 0.5
i L .- JlI . i l l £ 1  .
3 3»
4 i l t "
•t <?<0
= i l - i l ■4 M L
30 <30 Sot««





INTEGRACION DE LAS EXPRESIONES ANALITICAS 
DEL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD
Se trata de obtener las expresiones analîticas de la 
energîa libre de Helmholtz de nuestro sistema de referencia a pa_r 
tir de la expresiôn cofrespondiente del factor de compresibilidad. 
Vamos a hacer la deducciôn para una ecuaciôn bastante general y - 
luego particularizaremos a nuestras expresiones. La ecuaciôn de - 
partida toma la forma
donde , como vimos en el texto , y es la fracciôn de empaquetamien 
to y = pV(dumbell) = ^pd^^ siendo d^^ el diâmetro de la es fera 
de igual volumen al de la "dumbell". Recordemos tambiën que 
dgq= (l+31*/2-l*^/2)d* siendo 1* = l/d y 1 la distancia entre 
centros. En estas codiciones
(B.2)
Estas intégrales pueden resolverse fâcilmente mediente integraciôn 
por partes y/o por ser imraediatas. Los resultados finales de cada 
uno de los tipos que aparecen en la expresiôn anterior pueden con 
sultarse en cualquier tabla de intégrales^’ obteniendo





fliL . j _ L x _  _L_1Jo-fVy ■ V* L*('-f9)' ■
Sustituyendo estos valores en (B.2) , agrupando têrminos y simpl£ 
ficando queda la siguiente expresiôn
(B.4)
y por lo tanto
•luvx. ( C^/f) » "tw p 4  (3 4A-l-3C)/t (B.5)
p - » o  J
Aplicando entonces la relaciôn (4.5) se deduce
g (itc)L _ L _  +  + jL±«d±±£ . iiiiLi! (b .6)
N k T  4-y 1-y t(4-y)* ^
Particularizamos entonces el resultado a la ecuaciôn de Boublik dan
do a los coeficientes sus valores apropiados en funciôn de a (ver
ecuaciôn 3.71) %
. « • - 0 4 . 0 - ï H  ^  - w  ,8.7)
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Reuniendo las fracciones con un solo denominador se transforma en
Boublik HCB : =  (x'-ilLh-Sl t W  *)*)) - (g.B)
  NtT •’ (i-y)'
expresiôn que coincide con la dada por T i l d e s l e y t e n i e n d o  en
cuenta que su definiciôn de a es la nuestra dividida por très.
Anâlogamente , a partir de (B.6) y de la expresiôn 
de Nezbeda para molêculas HISM - ver (3.70) en pâgina 86 - escri- 
ta en la forma
H - 1 4 (A-Qy 4 (i-A46)3» ,8,9)
llegamos al siguiente resultado
A,-A ^  1  ^ A- ^   ^ & (B.IO)
o bien , la expresiôn équivalente
_ A 1 . y* ) •» -g A ^ —
wtT - d-y < (j-y)"
con lo que se obtiene la expresiôn final tambiën coincidente con 
la que da Tildesley
(B.ll)
Nezbeda PB : “ ‘ ^  ^  (B.12)
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APENDICE C
CALCULO DE LAS DERIVADAS DE LOS COEFICIENTES DE LAS 
FUNCIONES DE CORRELACION RESPECTO A LA DENSIDAD
Partimos del sistema de ecuaciones que define los 
valores de los n coeficientes de la funciôn de correlaciôn directa
p. = =0 (c.l)
't
De todas las variables que aparecen en estas expresiones , tanto 
(i5 como Cj , y Lj son independientes de la densidad. SI son ftm 
ciones de p las variables a^ , c^^ y A. Por tanto
Fj' *  f  «iBij “J t j  %
siendo a! - y ej,;, s ) /@p = 4 k I Li.
AdemSs ^  % ,  t '
9 f  A ’'
por lo que obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para las de 
rivadas de los coeficientes a !
Fj’ = 0 ) j . i 4L
(C.3)
Fj’ = 4n«l I  o'i B lj + Lj I  Vit ( ^  ~ ?fx |ï ” (1 ^
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Este conjunto de n ecuaciones puede resolverse tambiën por el m ë - 
todo de Newton-Raphson que se esquematiza por el producto matricial
A' • A' = - (C.4)
siendo a’ la matriz diferencia cuyo elemento i es %! = =j o î
■^1 ' *
A la matriz cuyo elemento A-j es 9Fj / 3a! mientras el elemento
Fj de la matriz F ' ha sido definido por la expresiôn (C.3). El
valor de A!j serS entonces
, /«*> J
que conduce a
Al] = tf - #l/nj Ll L j | i - { d f ■L'fe
es decir , que recordando la relaciôn (3.53)
(C.6)
Atj = A y  (C.7)
Este importante resultado simplifica notablemente el câlculo de - 
las derivadas de los coeficientes pues la mayor parte de estos câ£ 
culos han sido realizados para la obtenciôn de los coeficientes . 
Pe esta forma , el câlculo de la presiôn de perturbaciôn se sirapl£ 
fica notablemente.
#
